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CLASA A IV-A 


REZOLVĂRILE ȘI REZULTATELE PROBLEMELOR 
PENTRU CLASA A IV-A 


IV.1. 1000 dacă cifrele care se repetă sînt cît mai multe, 1001 dacă 
se repetă cît mai puţine ciire. 


1V.2. Cel mai mare număr natural de cinci cifre diferite este 98765 
iar cel mai mare, mai mic decit el, este 98764. 


IV.3. Dacă este mai mare decit 20000, înseamnă că este de forma 
2abcd. Deoarece trebuie să fie cel mai mic, a = 0, deci este de forma 
20bcd. Conform condiţiei c) avem 2 -++ b + c+ d mai mare decît 19 adică 
b+-c--d mai mare decît 17, unde a, b, c sînt diferite și cît mai mici. 
Dacă b = 1, trebuie să avem c+ d mai mare ca 16. Cum numărul tre- 
buie să fie cel mai mic găsim că c = 8 și d = 9. Deci numărul este 20189. 
IV.4. 324, 234; 243 ; 423 ; 432. 
IV.5. 17. 
IV.6. 0. 
IV.7. a)l; b) 24. 
IV.8. 24-1+250—187=—274—187=87. 
IV.9. 9- (81 :9— 9) -+ 220 — 0 = 9 + (9 — 9) + 220 = 

= 9 + 0 + 220 = 229. 
IV.10. 120 :6— 180 : 9 -+ 2 — 2 = 20 — 20 + 2—2 = 0. 
IV.11. 5100 :17 + 205 — 184 : 23 = 300 + 205 — 8 = 505 — 8 = 497. 
IV.12. 25-(160— 150) — 8 — (24 + 1) = 25-10 — 8 — 25 = 

= 250 — 8 — 25 = 242 — 25 = 217. 
IV.13. 550 :10 -+ 20. (300 — 40 + 25) = 55 + 20 - (260 -+ J = 

= 55 + 20.285 = 55 -+ 5700 = 5755. 
IV.14. 255 :15— (20 — 0) : 2 = 17 — 20 : 2 = 17 — 10 =7. 
IV.15. 1600- 800 : 200 — 50 : 25 = 1600 -+ 4 — 2 =.1604 — 2 = 1602. 


IV.16. (180 — 30) : 5- 216 — (120 — 26) = 150 : 5 + 216 — 94 = 
= 30 + 216 — 94 = 246 — 94 = 152. 


IV.17. 


IV.18. 


IV.19. 
IV.20. 


IV.21. 


IV.22. 


IV.23. 


IV.24. 


IV.25. 


IV.26. 
IV.27. 


IV.28. 


IV.29. 


IV.30. 


IV.31. 


(180 — 30) : 5+ 720 — (120 — 26) = 150 : 5 -+ 720 — 94 = 
= 30 + 720 — 94 = 656. 


(8 900 + 729 800) : 178 — 109 = 738 700 : 178 — 109 = _ 
= 4 150 — 109 = 4 041. i 


(229500 — 78000) : (20 + 105) = 151500 : 125 = 1212. 


400 + 120 — [34 -+ 4.50] = 520 — [34 + 200] = 
= 520 — 234 = 286. 


[60 816 — 34 160 + (43 470 — 2 146)] : 330 = 
= [26 656 -+ 41 324] : 330 = 67 980 : 330 = 206. 


(21 600 — 1 875-(100 — 91)] : 675 = [21 600 — 1 875-9] : 675 = 
= [21 600 — 16 875) : 675 = 4 725 : 675 = 7. 


[(210 + 13 841 — 6 944 — 107) -3] : (561 + 156 + 283) = 
[(14 051 — 6 944 — 107): 3]: 1 000 = [(7 107 — 107)-3] : 1 000 = 
= [7 000-3] : 1 000 = 21 000 : 1 000 = 21. 


48 000 — 3 + (300 -+ 2) -7 — 48 125 = 47 997 -+ 302-7 — 48 125 = 
= 47 997 + 2 114 — 48 125 = 50 111 — 48 125 = 1 986. 


[190 751 — 119-309 — 512] : 147 = [190 751 — 36 771 — 
— 512] : 147 = [153 980 — 512] : 147 = 153 468 : 147 = 1 044. 


1+5- {4+0} =1 +54=1+420=21. 


30 + 5- {4 + 5- [40 + 8- (40 — 36)]) = 

= 30+ 5- {4+ 5- [40 + 8-4)) = 

= 30 + 5-{4 + 5- [40 + 32] = 

= 30 + 5-44 + 5-72} = 30 + 5- {4 + 360} = 
= 30 + 5-364 = 30-+ 1 820 = 1 850. 


1 500 + {50 + 5- [265 — (2 + 2)-65].150) = 

= 1 500 + {50 -+ 5- [265 — 4-65].150) = 

= 1 500 + {50 + 5- [265 — 260] - 150} = 

= 1 500 + {50 + 5-5-150} = 1 500 -+ {50 + 25-150} = 
= 1 500 + {50 + 3 750} = 1 500 -+ 3 800 = 5 300. 


2. {92 + 8- [1 004 — 4: (4-2 — 8 :2)]) = 

=2 (92 + 8- [1 004 — 4-(8 —4)]) = 
-192 + 8- [1 004 — 4:4]) = 
- {92 -+ 8- [1 004 — 16]} = 2. {92 -+ 8-988} = 
. {92 + 7 904} = 2-7 996 = 15 992. 


T ua [265 — (2 + 2)-65].150) = 

= 2 500 + {52 + 5- [265 — 4-65] -150} = 

= 2 500 + {52+ 5- [265 — 260] -150} = 

= 2 500 + {52 + 5-5-150} = 2 500 + {52 + 25-150} = 
= 2 500 + {52 + 3 750} = 2 500 + 3 802 = 6 302. 


30 + {4 + 5-[8- (10 — 7)]} : 2 = 30 + {4 + 5.[8-31)} : 2 = 
= 30 + {4 + 5-24} : pi Sage capră. Dra 
= 30 + 124 : 2 = 30 + 62 = 92, 


IV.32. 


IV.33. 


IV.34. 


IV.35. 


IV.36. 


IV.37. 
IV.38. 


IV.39. 


1V.40. 


IV.41. 


-+ 


6- ([(21 — 5) + 12) : 4+ 5}-10 — [(10 + 100)-5 — 60] = 
+ 6-{[16 + 12) : 4 +5}. 10 — [110-5 — 60] = 

-+ 6- {28 : 4 -+ 5).10 — [550 — 60] = 

+6- {7 + 5}-10 — 490 = 2 + 6-12-10 — 490 = 

-+ 720 — 490 = 722 — 490 = 232. 

1 000 — (100 — 40) - 5] — (100 -7 + 1 000 : 25-35) = 

[6 000 — 60-5] — (700 + 40.35) = 

= [6 000 — 300] — (700 + 1 400) = 5 700 — 2 100 = 3 600. 
{[1 848 + 9 936 : 72] : (121 + 210)} + 4 = 
S : 331} -+ 4 = {1 986 : 331} + 4 = 
= 6+ 4=10 


Avem : 

a = 42 — 30 — 9 = 12 — 9 = 3 ; 

b = 8 + 12 — 16 = 20 — 16 = 4 ; 

c = 71 — 2 =5. 

Deci : 

a) 3-3 — 2.4 + 5 = 9—8 4+ 5 =14+5=6; 

b) 4-3 — 3-4 + 2:5 = 12 — 12 + 10 = 0 + 10 = 10. 

2E [(4 : RES [2 + 8 — 2] = 5. [10 — 2] = 
b) a Da dci dp pla că salt 
Altă situaţie : [5-(4 :2)] + (8 — 2) = [5-2] + 6 = 10 + 6 = 16; 
c) e E cd ic mi a aa 

5-4 :(2+8)—2=—20:10—2—=2—2=0. 

a) 6:9:(34+5—2)—6:-9:6—54:6=—9; 

b) nu este nevoie de paranteze; 

c) 6:(9:34+5—2)=— 36. 

a) 24 : 4+ 12 — 18 = 6 + 12 — 18 = 18 — 18 = 0. 

b) 3-(8 : 4 + 6-2) — 18 = 3. (2 + 12) — 18 = 3-14 — 18 = 
= 42 — 18 = 24. 

a = [(20 -+ 1)-10 — 10] : 40 = [21 -10 — 10] : 40 = 200 : 40 =5 ; 
b = [5.5 — 20] -2 — 4 = [25 — 20] -2 — 4 = 5-2 — 4 = 

= 10 — 4 = ô. 

Deoarece 5<6 rezultă că este adevărată afirmația a < b. 
a = 63 + 35 + 154+ 3 = 116; 

b = 63 — 35 — 15 — 3 = 10 ; 

a+- b= 116 + 10 = 126 ; 

a— b = 116 — 10 = 106 ; 

(a + b) — (a — b) = 126 — 106 = 20. Deci cu 20. 


N NO N 


iz 


IV.42. 111 -+222 -+ 333 + ...-} 888 + 999 = 
= (111 + 999) + (222 + 888) + (333 + 777) + 
+ (444 + 666) + 555 = 1110 -4 + 555 = 4995. 


IV.43. Aflăm cifra unităților: 6—7 nu este număr natural, deci 
16 — 7 = 9. Cifra zecilor : (8 — 1)— 5 = 2. Observăm că la cifra miilor 
l1 -+ 4 este diferit de 6. Înseamnă că la cifra sutelor avem trecere peste 
ordin, deci 9+ 1 = 10. 

Așadar : 1 959 +- 4 127 = 6 086. 


IV.44. Se observă că doar 6-4 = 24 şi 6-9 = 54 au ultima cifră, cifra 4. 
Avem deci situația : 
; 45*6 X 
324 
** 144 
9*72 
13*08 
1*69664 


Continuăm cu cifra zecilor de la primul număr. Acesta poate fi 
3 sau 8. Se constată că numai 3 îndeplineşte condiţiile cerute. Deci: 
4536 X 324 = 1469664. Verificaţi. A doua situație nu corespunde. 
Verificaţi. 

IV.45. Avem b+- 7= 6 ceea ce nu ne poate da pe b număr natural. 
Deci b + 7 = 16 adică b = 9. Mai departe trebuie să avem 5 -+ c = 8 — 1 
adică c = 2. : 

Observăm că la cifrele miilor 1 + 4 este diferit de 6 deci la cifrele 
sutelor este nevoie de trecere peste ordin. Aşadar: a + 1 = d conduce 
numai la situația a = 9 şi d= 0. Deci: 1959- 4127 = 6 086. Obser- 
vație : problema este identică cu problema IV.43. 


IV.46. a) Cifra unităților de la al doilea număr poate fi 3 sau 8. În 
cazul cînd avem 3 primul produs parțial se verifică : 472 X 3 = 1 416. 
Cifra zecilor de la același număr este 2 căci în cazul cînd o înmulțim 
cu 4 de la ordinul sutelor trebuie să avem fără trecere peste ordin, deci 
472 X 23 = 10 856. În cazul cînd avem 8, nu se verifică primul produs 
parțial, 472 X 8 este diferit de 1 416. 


b) Se observă că 362 are trei cifre ca și primul produs parțial. 
Cifra unităților de la al doilea număr nu poate fi decît 1, 2 sau 3. Din 
acestea, la înmulțirea cu 2 dă patru, numai 2 ; deci primul produs parțial 
este 724. Cifra zecilor la înmulțirea cu 2 trebuie să dea la al doilea 
produs parțial 8. Poate fi 4 sau 9. Verifică numai 9. Rezultă : 
362 X 92 = 33 304. 


IV.47. 9944. 
IV.48. 9:9+9=1+9=10. 


€ 
IV.49. Împărțirea fără rest la 7 înseamnă că restul este zero; numărul 
căutat este scris sub formă de produs unde unul din factori este 7. 


L 


Avem 7X4=—28 şi 7X13=—= 91. Rezultă că numerele cerute sint: 
28 şi 91. 


IV.50. Deoarece Ionel are 660 lei înseamnă că Mihai are 660 lei: 
: 4 = 165 lei, Mircea are 660 lei : 2 = 330 lei, iar Horia 330 lei X 3 = 990 
lei. Suma totală este 2 145 lei. 


IV.51. a) 22; 16; 24; 


b) 6200 lei: (22 + 16 + 24) = 100 lei; 
c) 2200; 1600; 2400. 


IV.52. 3826 lei. 


IV.53. Consumul vacilor: 50 1 X 250 = 12 500 1. 
Consumul cailor: (50 1+ 10 1) X 48 = 2 880 1. 
Consumul oilor : 45 028 1 — (12 500 1 + 2 880 1) = 29 648 1. 
Numărul de oi este 29 648 : 8 = 3 706. 


IV.54. Diferența dintre populațiile celor două oraşe este de 65 000 — 
— 40 000 adică 25000 de locuitori. Diferența dintre creşteri este de 
6 500 — 4 000 = 2 500 (locuitori). Vor fi egale cele două populații după 
25 000 : 2 500 = 10 (ani). 


IV.55. Toate catedrele costă : 1 080 lei X 34 = 36 720 lei iar toate băn- 
cile costă : 265 860 lei — 36 720 lei = 229 140 lei. 

O bancă costă : 229 140 let : 603 — 380 lei. 

Valoarea mobilierului, în lei, pentru liceu este: 1080X*15+ 
-+ 380 X 236 = 105 880. 

Restul, este valoarea mobilierului pentru școală, adică 159 980 lei. 


1V.56. Diferența de 1 8601—1 680 1 = 1801 provine de la cele 3 butoaie 
mai mult transportate prima dată. Deci un butoi are 180 1:3= 60 l. 
Prima dată s-au primit 1860 :60 = 31 butoaie iar a doua oară 
] 680 : 60 = 28 butoaie, adică, în total 59 butoaie. 


IV.57. Mai întîi vom găsi numerele naturale care se împart exact la 
3 şi la 4, mai mici decît 40. Acestea sînt 0, 12, 24 şi 36. Numerele cerute 
sint 2, 14, 26 şi 38. 


IV.58. dă e împărțitorul este numărul 4 restul poate fi unul din 
numerele : 0; 1; 2; 3 deci avem 4X 102; 4X102+1; 4X 10242 
4X 10243 adică 408 ; 409 ; 410; 411. 


IV.59. Numărul natural cel mai mare trebuie să se împartă exact la trei, 
pentru a se obţine numărul natural, cel mic. Numerele mai mari ca 14 
și mai mici Ga 20 care se împart exact la 3 sînt 15 şi 18. Deci avem: 
5 şi 15 și altă situaţie 6 şi 18. 


IV.60. Un pahar mare costă cu 95 lei— 73 lei = 22 lei mai mult. Deci 
s-au cumpărat 374 : 22 adică 17 pahare mari și tot atîtea pahare mici. 
Toate paharele au costat: 95 X 17 + 73 X17 adică 2 856 lei. 


IV.61. Se observă că numărul de elevi, trebuie să fie un număr care 
prin împărţirea la trei să se obţină restul zero. Deci în clasă nu pot fi 
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32 elevi căci restul la împărțirea lui 32 la 3 este 2 și nu este numărul 
zero. În clasă pot fi 36 de elevi. Băieți sînt în număr de 36 : 3 = 12 iar 
fete sînt 12 X 2 = 24. 


IV.62. Se constată că trei părţi egale cu numărul cel mic reprezintă 
35 — 2 = 33. 


NNE A SER RE NIRO IRI 
2 35 
RENT E E RE IEI e A 


Fig. 1V.62. 


Rezultă că numărul cel mic este 33:3=—11, iar cel mare 
11 X 2- 2 = 22 4+ 2 = 24. Acesta se mai poate calcula şi astfel: 
35 — 11 = 24. 


IV.63. Cifra miilor este 9, cifra unităților este 8, iar cifra sutelor este 
7 şi cifra zecilor este 5. Deci numărul este 9 758. 


IV.64. Cantitatea de lapte adusă a treia oară este 850 1— 70 dal = 
= 850 1— 700 l= 150 1. Întreaga cantitate adusă la magazin este de 
700 1-+ 850 1+ 150 1 = 1 700 1. Vînzarea poate fi figurată astfel: 


———— vînzâre în prima zi 


E RU REBREANU Ne | vînzare în a doua zi 
Fig. IV.64. 


Constatăm că întreaga cantitate de 1 700 l se poate exprima prin 
cinci cantităţi egale cu cantitatea vindută a doua zi. Deci cantitatea 
vîndută a doua zi este de 1700 1:5=— 340 1, iar cea vindută în prima 
zi, de patru ori mai mare, este de 340 1X4— 1 360 l. Verificare: 
1 360 1+ 340 1—17001. 

Observaţie : Cantitatea vindută în prima zi se mai poate afla şi 
astfel : 1 700 1— 340 1 = 1 360 1. 


IV.65. Metoda I. 

Se observă că diferența dintre vîrstele celor doi frați, în trecut, 
era de 11 — 6, adică de cinci ani. Această diferență se păstrează mereu. 
Deci avem problema : doi frați au împreună 41 de ani, unul este mai 
mare decît celălalt cu cinci ani ; cîți ani are fiecare? 


t 
5 41 ani 
| Ia E 
Fig. IV.65.a. b 


Figura sugerează următoarele calcule : 

41 — 5 = 36; 36:2=—18; 18 + 5 = 23. Deci unul are 18 ani, iar 
celălalt 23 ani. 

Metoda a II-a. 


Figurăm ca în desenul următor, unde segmentul „îngroșat“ repre- 
zintă timpul care a trecut din trecut pină în prezent. 
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6 41 ani 


Fig. IV.65.b. 


Vom avea 41 — (11 + 6) == 41 — 17 = 24 deci 24 : 2 = 12. Unul are 
12+ 11 adică 23 ani, iar celălalt 12 -}- 6 adică 18 ani. 


IV.66. În cazul în care cartea, în locul unde a fost deschisă nu are 
nici o foaie ruptă, cele două numere ce arată ordinea paginilor sînt 
două numere naturale consecutive. Diferența dintre două numere natu- 
rale consecutive este numărul 1. Ne ajutăm de desenul alăturat şi afir- 
măm că primul număr este de două ori mai mic decît numărul 
149 — 1 = 148, adică 148 : 2 = 74. Aşadar numerele de pe cele două 
pagini pe care le privim sînt 74 şi 75. 


i primul număr 


t EF al doilea număr 


Fig. IV.66.a. 


Verificare : 74 + 75 = 149. 

În cazul în care cartea, în locul în care este deschisă, are ruptă 
o foaie, cele două numere ce arată ordinea paginilor nu mai sînt numere 
consecutive. Ele sînt numere care au diferența numărul trei. Exemplu : 
pagina din stînga are numărul 16, iar cea din dreapta, numărul 19, foaia 
ruptă avînd numerele 17 și 18. În acest caz situația este reprezentată 
în figură astfel : 


= ———— 


N 


Pr 
Fig. IV.66.b. 


Deci 149 — 3 = 146; 146 : 2 = 73. Primul număr este 73, iar al 
doilea 76. Această situație nu corespunde realității. De regulă, numărul 
scris pe pagina din stînga, cel mic, este număr par, iar cel scris pe 
pagina din dreapta este număr impar. i 

Cercetaţi și alte situaţii ! 


IV.67. Figurăm în desen situaţia la început: 


——— Rp jeni; la primul 

* magazin 

? la al doilea 
——— - magazin 


Fig. 1V.67.a. 
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Figurăm în desen situaţia a doua: 


520 E a name i 
_.520 
Fig. IV.67.b. 


Se constată că suma 520 -+ 2 000 adică 2 520 reprezintă 5 cantităţi 
egale cu marfa adusă la început în al doilea magazin. Deci în al doilea 
magazin s-au adus 2520 kg:5= 504 kg iar în primul magazin, 
504 kg X 6 = 3 024 kg. 


IV.68. a) Folosim metoda grafică luînd ca unitate realizarea primei 
echipe. 


60 


1 500 


Fig. IV.68. 


1 500 — 60 = 1 440 ; 1440 :4 = 360 de piese a realizat a doua 
echipă iar prima 1 500 — 360 = 1 140. 


b) Prima echipă are 1140 :30 = 38 de muncitori, iar a doua 
360 : 30 = 12. 


IV.69. Ultima parte a enunțului ne permite să realizăm următorul 
desen : 


> t i al patrulea număr 
1 000 


pinn al cincilea număr 
Fig. IV.69. 


Aceasta sugerează calculele : 1 000 : 4 = 250 ; 250 X 3 = 750. Avem 
deci : al cincilea număr este 250, al patrulea număr 750, al treilea 
număr este 750 — 40 = 710, al doilea număr este 710 + 25 = 735, iar 
primul număr este 735 X 2 = 1 470. 


IV.70. e= 125; d= 375 ; c= 300 ; b = 325 ; a = 1 300. 


IV.71. Putem exprima totul numai cu bucăți, fiecare de lungime egală 
cu cea mică. 


bucată mică 


s II” bucată mare 
Fig. IV.71. 
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Două bucăți mari înseamnă cît patru bucăţi mici. Avem, deci, 
7 bucăţi mici care reprezintă 185 cm — 17 cm = 168 cm. Bucata mică 
are 24 cm iar cea mare 48 cm. 


IV.72. Avem : 240 — 20 = 220 care reprezintă cinci părţi egale cu numă- 
rul cel mic. Deci numărul cel mic este 220 : 5 = 44, iar cel mare este 
240 — 44 = 196. Verificaţi prin împărţire. Problema este posibilă căci 
restul este mai mic decît împărțitorul. / 


IV.73. 
Pi al 0. Deiapărțitul 


| Împărțitorul 
Fig. 1V.73. 


Numărul 143 este obținut adunînd patru numere : cel mare (deîm- 
părtitul). cu cel mic (împărţitorul), cu 3 (care este citul) și cu restul 
(care este 10). Deci, de patru ori numărul cel mic reprezintă 143 — 
— (10 —+ 3) = 130. Rezultă că numărul mic este 120 : 4 = 30 iar cel mare 
este 100. 


Faceļi proba ! 


IV.74 
k “Suma lui Mihai 
Fig. IV.74.a. í 
143 | 
a j a 56 
a ` 
E. í 
Fig. IV.74.b. 


Se poate observa că suma lui Ionel este de două ori mai mare ca 
suma lui Mihai și încă 56 lei. Să notăm suma de bani a lui Mihai cu a 
(fig. b). Desenul ne poate conduce la faptul că: a = 143 lei — 56 lei = 
= 87 lei. Deci, Ionel are 87 lei + 143 lei = 230 lei. 


IV.75. Notăm primul număr cu a. Prima condiţie se figurează în desen 
astfel : 


a i 
p _ primul număr 
A 72 , al doilea număr 
Fig. IV.75.a. 
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A doua situaţie poate fi figurată astfel: 


A 72 
PA al doilea număr 
— a 72, 184 , 
E a EE a EE EAN de trei ori primul număr 


Fig. IV.75.b. 


Se constată că 2X a= 72 -+ 184. Se găseşte că a= 128 iar al 
doilea număr este 128 + 72 = 200. 


IV.76. Sumele primite pot fi ilustrate în desenul alăturat. 


| Elaf suma primită | 
de zidari 
suma primită | 31 900 


CF de dulgheri 


Fig. 1V.76. 


Observăm că suma primită de dulgheri este: (31 900 — 3 100) : 2 
adică 14 400 lei. Suma primită de zidari este: 14400- 3100 adică 
17 500 lei. Deci au fost 17 500 : 500 = 35 (zidari) și 14400: 600 = 24 
(dulgheri). 


1V.77. 
50 
pe cărți pe primul raft 
e—a cărţi pe al doilea raft 
Fig. IV.77. 


Folosind figura, constatăm că dacă din numărul de 458 scădem 
numărul 50 obținem 408 ce reprezintă de patru ori mai mult decît 
numărul de cărți de pe raftul al doilea. Deci pe raftul al doilea se găsesc 
de patru ori mai puține cărți decît numărul 408, adică 408 :4 = 102. 
Aşadar : pe primul raft sînt 102 + 50 = 152 cărți, pe al doilea raft sînt 
102 cărți, iar pe al treilea sînt 102 X 2 = 204 cărți. 


IV.78. Realizăm un desen în concordanță cu datele problemei unde am 
notat cu d diferența : 


| d | 
p_a primul număr 
d 


PR pr al doilea număr, care este 7 
} — al treilea număr 
Fig. IV.78.a. 
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Ne putem imagina situaţia şi astfel: 


—————————] primul număr, fără diferenţa @ 


Fig. 1V.78.b. 


Această situaţie corespunde la faptul că suma celor trei numere 
este 7 X 3 adică 21. 


IV.79. Deoarece a treia ladă este cu 4 kg mai mare ca a doua înseamnă 
că 5 cantități egale cu marfa din prima ladă reprezintă (614 kg — 4 kg): 5 
adică 610 kg :5= 122 kg, a doua ladă are 122 kg X 2 = 244 kg iara 
treia ladă 244 kg -} 4 kg = 248 kg. Verificaţi! 


IV.80. 243; 486; 500. 


IV.81. Scăzînd din al treilea număr 17, rezultatul este egal cu numărul 
al doilea, care este de trei ori mai mare ca primul. 


l 


r 17 ' 
Fig. IV.81. 


Deci de 7 ori primul număr este 717 — 17 = 700. Avem numerele: 
700 : 7 = 100 ; 100 X 3 = 300 ; 300 + 17 = 317. 


IV.82. 


|——— 102 lei 


Fig. IV.82. 


Se observă că de trei ori suma cheltuită 'de al treilea este 
102 — (24 + 12) adică 66 lei. Deci al treilea, a cheltuit 66 lei : 3 = 22 lei, 
al doilea a cheltuit 22 lei 4+ 24 lei = 46 lei, iar primul 46 lei — 12 lei = 
= 34 lei. | 


IV.83. 

cantitatea de la 
În primul detaşament 
| 20 cantitatea de la 


al doilea detaşament 
O 


al treilea detaşament 
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Se observă că dacă scădem din toată cantitatea de 320 kg ce este 
în plus la fiecare, față de primul detașament, adică 20 + (20 + 10) = 
= 20 -+ 30 = 50, obţinem 320 kg — 50 kg = 270 kg care reprezintă de 
3 ori cantitatea adunată de primul. Deci cantitatea adunată de primul 
este 270 kg : 3 = 90 kg, Așadar, cantităţile sînt respectiv : 90 kg ; 110 kg; 
120 kg. 

b) Fiecare detaşament a contribuit respectiv cu: 90 X 15 = 1 350 
(Qei): 110X15=—1650 (lei) şi 120 X15= 1800 (lei). Verificare: 
1 350 lei — 1 650 lei + 1 800 lei = 4 800 lei adică cît 320 X 15 = 4 800 lei. 


IV.84. Informațiile despre primele trei numere pot fi figurate în desen 
astfel : 


R————— 7 pp primul număr 
Pe al doilea număr 


= —N—— al treilea număr 
Fig. 1V.84. 


Deoarece al patrulea număr este 30 obţinem că suma primelor 
trei este 138 — 30 = 108. Se observă că numărul al doilea este de 6 ori 
mai mic decit 108. Deci el este 108 :6 = 18. Rezultă că numărul al 
treile» este 18 X 2 = 36 iar primul 18 — 36 = 54. Verificare : 54 + 18 + 
-L X: L 20 = 1 
- 34; -} 30 = 138. 


IV.85. i 
FR FR=—— cantitatea strinsă de Ada 
| cantitatea strînsă de Andrei 


E a E A. cantitatea strinsă de Ana 
Fig. IV.85. 


Andrei a strîns 28 kg :7 =4 kg; Ada a strîns 4 kg-2 = 83 kg; iar 
Ana a strîns 8 kg-2 = 16 kg. 


IV.86. Ne imaginăm datele problemei în următorul desen : 
În rr pre primul număr 
— al doilea număr 
m : al treilea număr 

Fig. IV.86.a. 


Putem să exprimăm atît primul număr cît și al treilea număr, în 
desen, cu ajutorul celui de-al doilea astfel : 


- 
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FFF —FR—F_————— primul număr 
m al doilea număr 
| al treilea număr 


Fig. IV.86.b. 


În acest mod suma numerelor, care este 45, înseamnă că este de 
9 ori mai mare decît numărul al doilea. Avem deci : 45 : 9 = 5 adică al 
doilea număr, 5:2 = 10 adică al treilea număr şi 10-3 = 30 primul nu- 
măr. Verificare : 30 + 5+ 10 = 45. 


IV.87. Notăm cu a, b, c cele trei numere. Figurăm în desen, faptul că 
suma lor este 1 240 și că suma primelor două, a + b = 938 : 


1240 


A b c 


Fig. IV.87.a. 


Observăm că al treilea număr se obține prin scăderea : c = 1 240 — 
— 938 = 302. Figurăm în desen, faptul că suma celor trei numere este 
1 240 şi că suma ultimelor două este 720. 


1240 


Fig. IV.87.b. 


Primul număr se obține prin scăderea a = 1240 — 720 = 520. Din 
suma primelor două scădem numărul a şi obținem numărul b = 938 — 
— 520 = 418. Deci trei operații aritmetice. 


IV.88. 10 lei; 100 lei; 90 lei. a 
IV.89. 2000 kg; 3000 kg; 4000 kg. 
IV.90. 62 kg; 71 kg; 74 kg. 


IV.91. Se observă că al treilea număr este cu 250 — 180 = 70 mai mare 
decît al doilea număr. Avem că 2 450 — (250 + 70) = 2 130 reprezintă de 
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trei ori mai mult decît numărul al doilea. Deci acest număr este 
2130 :3 = 710. Rezultă că primul număr este 710 + 250 = 960, iar al 
treilea 780. 


250 
70 180 
a a 
o 
Fig. IV.91. 
IV.92. 
vineri 
peg z sîmbătă 
pepp duminică 
vineri si simbols 100 de pagini 
Fig. IV.92. 


Observați că 100 de pagini reprezintă de trei ori mai mult decît 
a citit vineri și simbătă și încă 10 pagini. Înseamnă că de trei ori cît a 
citit vineri și sîmbătă reprezintă 100 — 10 adică 90 de pagini. Cum vineri 
a citit de două ori mai mult ca sîmbătă, deci vineri și sîmbătă a citit 
90 : 3 = 30 (pagini), înseamnă că vineri a citit 30 : 3 = 10 (pagini) iar 
sîmbătă a citit 10.2 = 20 de pagini. Deci a citit respectiv 20, 10, 130 
pagini. 
IV.93. Numărul de animale este 100 — 4 = 96. 


Se observă că viței și mînji la un loc, sînt de patru ori mai mult 
decît mînji. Deci miei sînt de 8 ori mai mulți decît mînji. Putem exprima 
numărul de animale, adică 96, prin 12 părți egale cu numărul miînjilor. 
Rezultă că mînji sînt : 92 : 12 = 8, viței sînt 8.3 = 24 iar miei (8 + 24): 
.2 = 32-2 = 64. Verificaţi ! 


e minji 
————— viței 
p viței şi mînji 
miei 

Fig. 1V 93. 
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IV.94. Desenul ne sugerează următoarele calcule: 


mhl 


EEE AD 


Fig. 1V.94. 


1 209 — 3 = 1 206 ; 1 206 : 3 = 402. 
Deci numerele sînt: 402 ; 403 ; 404. 


IV.95. a) 
-b+c 
A 
PRR aibe 
A 
Rr 
po žá Ta dati pia „ut 4 arbrc 
a ai iaca b 
Fig. IV.95.a. 


Se constată că b este de două ori mai mare decît ia. Deci avem 
următorul desen : 


i a a DELLE 


Cp Sp pe 
a 4 c 


Fig. IV.95.b. 


Rezultă că suma a+ b + c este mai mare de două ori decît c. 
b) a = b : 2 = 54 ; c = (a + b +4 c) : 2 = (6-a) : 2 = 3-a = 162. 


IV.96. Metoda I: figurăm în desen situația cu privire la primele două 
persoane, unde am notat cu a suma încasată de prima persoană : 


A 
pa 
sra opa HE tt a tea 0 
Fig. 1V.96.a. 


Conform enunţului a treia persoană primește de 4 ori mai mult 
decit 4-a 8. Aceasta înseamnă de 16 ori suma a adunată cu 4-8. În- 
seamnă că suma de 520 lei este formată din 20 părți egale cu a, adu- 
nate cu 40 lei. Avem deci că suma a= (520 lei — 40 lei) : 20 = 24 lei. A 
doua persoană a primit (24 lei:3) + 8 lei = 80 lei, iar a treia, 416 lei. 
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Metoda a II-a: urmărind desenul, putem raționa astfel : 
t I+II 
mra a 


Fig. IV.96.b. 


520 :5= 104 este suma încasată de prima persoană şi a doua la 
un loc. Deci 520 — 104 = 416 a încasat persoana a treia. Prima persoană 
a primit (104 — 8) : 4 = 24 (lei), iar a doua 104 — 24 = 80 (lei). 


IV.97. Reprezentăm grafic condiția că fiecare cifră este cu 2 mai mare 
decît cea anterioară. Deoarece suma cifrelor este 20, rezultă că de patru 
ori cifra mai mică este reprezentată prin numărul 20 — 2-6 = 8, adică 
8 :4= 2. Aşadar cifrele sînt 2, 2+ 2 = 4, 4+2 = 6, 6- 2 = 8 şi deci 
numărul este 2 468 sau 8 642. 


Fig. IV.97. 


IV.98. Se observă că al treilea siloz este mai mare decit al patrulea 
cu (280 — 150) tone, adică cu 130 t. Urmărind desenul constatăm că de 
5 ori cit este în al patrulea siloz reprezintă 10 345 — (3-280) — 130 adică 
9 375 tone. Rezultă că în al patrulea siloz se află 9375 t:5=—1875t; 
în al treilea siloz se află 1875 t+ 130 t= 2005 t; în al doilea avem 
1875 t4+ 280 t—2155 t; iar în primul 2155 t-2 = 4 310 t. 


1V 280 wW 280 (y 
! zeo | l i 
ETT 450 
— W 
© wW „430, u 
Fig. IV.98. 


IV.99. Se observă şi din desen că D este mai mare decît B cu 40 — 25 
adică cu 15. Dacă lui B îi adunăm 15, iar lui C îi adunăm 40 suma B + 
C+ DE se măreşte cu 154+ 40 = 65. Obținem că 815- 65 = 870, 
adică trei numere egale cu D la care se adună numărul E. Folosim și 
condiția d) și obținem că 870 reprezintă 10 numere egale cu E. 
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a 
815 
Rp 490 p 
m 
Fig. IV.99.a. 
eee ee e ca 8+1% 


REEE SE EEE o 
pp D 
p E 


Fig. 1V.99.b. 


Rezultă că: E = 870 : 10 = 87; D=—87:3=—261; C = D — 40 = 
= 261 — 40 = 221 ; B =C + 25 = 246; A = B. 2 = 492. 
Verificare: B + C + D + E = 246 + 221 + 261 + 87 = 815. 


IV.100. a) Scriem datele problemei astfel : 
2 caiete matematică, 2 caiete desen, 12 lei; 
2 caiete matematică, 3 caiete desen, 13 lei 
Se observă că: 
0 caiete matematică, 1 caiet desen, 1 leu 
0 caiete matematică, 2 caiete desen, 2 lei 
Rezultă că : 
2 caiete matematică, 0 caiete desen, 10 lei 
] caiet matematică, 0 caiete desen 5 lei 
b) 6 caiete de desen sau 1 caiet matematică și 1 caiet de desen. 


1V.101. Așezăm datele astfel: 

17 saci făină, 26 saci cartofi, 2 764 kg 

17 saci făină, 35 saci cartofi, 3 250 kg 
"0 saci făină, 9 saci cartofi, 486 kg 

0 saci făină, 1 sac cartofi, 486 kg :9 = 54 kg 

0 saci făină, 26 saci cartofi, 54 kg-26 = 1404 kg 

17 saci făină, 0 saci cartofi, 2 764 kg — 1 404 kg = 1 360 kg 

1 sac făină, 0 saci cartofi, 1 360 kg :17 = 80 kg 

Deci un sac cu cartofi cîntărește 54 kg, iar unul cu făină, 80 kg. 


1V.102. a) 50 kg; b) 30 kg. 
IV.103. 80 kg; 50 kg. 


1V.104. 12 băieţi, 6 fete, 150 kg. 
24 băieţi, 13 fete, 305 kg. 


j 
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Dacă dublăm tot ce avem în prima situație obţinem : 
24 băieți, 12 fete, 300 kg. 

24 băieţi, 13 fete, 305 kg. 

Rezultă că o fată culege 5 kg iar un băiet 10 kg. 


IV.105. Datele problemei sînt : 

4 m pînză, 15 m stambă, 530 lei 

3 m pinză, 10 m stambă, 360 lei 

Dacă în prima situație considerăm de două ori mai mult iar în a 
doua de trei ori mai mult obținem că: 

8 m pînză, 30 m stambă, 1 060 lei 

9 m piînză, 30 m stambă, 1 080 lei 

Această situaţie ne conduce la afirmația : 

1 m pînză, 0 m stambă, 20 lei 

Acum putem spune că 1 m stambă costă (360 — 3:20):10 adică 
30 lei. 


IV.106. Dacă o masă costă cît trei scaune iar un dulap cit trei mese, 
înseamnă că un dulap costă cit 9 scaune. Aşadar în loc de o masă, un 
scaun și un dulap avem 13 scaune care costă 2 808 lei. 

Deci un scaun costă 216 lei, o masă 648 lei, iar un dulap 1 944 lei. 
Tot mobilierul costă : 9-1 944 lei + 16-648 lei + 64.216 lei = 41 688 lei. 


IV.107. Desenul din figură ne conduce la următoarele calcule: 70 kg : 5 = 
= 14 kg (struguri); 14 kg X 4=—56 kg (mere). Deoarece 1 kg struguri 
costă cit 2 kg mere, am putea spune că de aceeași sumă s-au cumpărat 
numai mere în cantitatea de : (14 kg X 2) -- 56 kg = 84 kg (mere). Deci 
preţul merelor este 420 lei : 84 = 5 lei iar al strugurilor 10 lei. 


= cantitatea de struguri 
PPP] cantitatea de mere 


Fig. 1V.107. 


70 kg 


IV.108. x X 2 — 40 = 12 X 23; x X 2 — 40 = 276. 
x X 2 = 276 + 40; xX 2 = 316 ; x= 316:2; x = 158. 


IV.109. [(x — 104 + 2) X 5+ 3] = 1 986 : 2 
(x — 104+ 2) X 5+ 3 = 993 
(x — 104 + 2) X 5 = 993 — 3 
(x — 104 + 2) X 5 = 990 
x — 104 + 2 = 990 : 5; x — 104 -+ 2 = 198 
x — 104 = 198 — 2 ; x — 104 = 196; x = 196 + 104 
x = 300. 


IV.110. (288 — 288) X (1 985 X 1 986 +- 1 987 X 1 983 — 1 989X 1 990) + 
` +x = 2; 0X (1985 X1 986 + 1 987 X 1 988 — 1 989 X 1 990) + 
+ x=—2; 04+x=—2; x=2. 


IV.111. x=2. 
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IV.112. ((812 — 207) : 5- 720 — (767 — 26)] X x = 1 000 
[605 : 5+ 720 — 741] X x = 1 000 
i ile ei AE 100 X x = 1000; x=10. 


IV.113. 5 X x — 40 — 200 = 40 ; 5 X x — 40 = 40 + 200; 
5 X x — 40 = 240 ; 5X x = 240 + 40 ; 5 X x = 280 ; 
x = 280 : 5 ; x = 56. 


IV.114. a) b= 0 şi a0; bÆ0 şi a=0; b=a=0 
b) deoarece avem 0 X c = 0, înseamnă că c este orice număr natu- 
ral. Deci exercițiul devine a X b = 6. Numerele a și b fiind naturale, 
avem : a= 1 şi b=6; a=2 şi b=3; a= 3 şi b=2; a= 6 şi b=1 
c) c= 0 şi a— b orice număr natural; a — b = 0, adică a = b și c 

orice număr natural. i 
IV.115. x X [14 X (400 — 300) = 5 600 ; x X [14 X 100] = 5 600; 

x X 1 400 = 5 600 ; x = 5 600 : 1 400 ; x = 4. 
IV.116. [(x — 1) : 100 + 90) : 10 = 10; (x — 1) : 100 + 90 = 100; 

(x— 1): 100 = 10; x— 1 = 1 000 ; x= 1 001. 
IV.117. [(13 X x— 30) : 3 — 10] = 1 225:7 ; 

(13 X x — 30) : 3 — 10 = 175 ; (13 X x — 30) : 3 = 185 ; 

13 X x — 30 = 555; 13 X x = 585 ; x = 45. 
IV.118. 123 X x — 1 278 = 36 X 149 ; 123 X x — 1 278 = 5 364 ; 

123 X x = 6 642 ; x = 54. 
IV.119. Mt X5 — 2+ 3] : 7+9}:x=4; 

{[20 — 2 + 3) : 7+9}: x=4; {21 : 7+9}:x=4; 

12: x=4; x=3. 
IV.120. (x + 270 : 3) X 5- 100 = 600 ; (x + 270 : 3) X 5 = 500 ; 

x + 90 = 500 :5 ; x+ 90 = 100 ; x = 10. 
IV.121. [(286 + x) — 43] : 3 = 306 ; [(286 + x) — 43] = 918 ; 

286 + x = 961 ; x = 675. 


IV.122. 10 X {x — 10 X [362 + 10 X (24 + 6)]) = 100; 


10 X {x — 10 X [362 + 10 X 30]) = 100 ; f 
10 SETS [362 + 300]} = 100 ; 
10 X fx — 10 X 662} = 100 ; 


10 X {x — 6 6201 = 100 ; x — 6 620 = 10 ; x = 6 630. 
IV.123. 204 : 102 + x X 900 = 402 + 1 400 ; 
2 + x X 900 = 1 802 ; x X 900 = 1 800 ; x = 1 800 : 900 ; 
x= 2. 
IV.124. Cantităţile vîndute sînt respectiv : 491 kg, 639 kg, 834 kg. Sumele 
încasate sînt respectiv : 2 946 lei, 3 834 lei, 5 004 lei. 
IV.125. Desenul din figură inspiră următoarele calcule : 


1 100 : 11 = 100, adică al doilea număr. Al patrulea este 100 X 4 = 
= 400. Primul este 100 X2 = 200. Al treilea este 200X 2 = 400. 
Verificaţi ! 
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——————— primul număr 
P—— al doilea număr 


| 
9 1100 
= aj al treilea număr | 
—— S O O) al patrulea număr J 
Fig. IV.126. 


IV.126. În afară de pionierul comandant sînt 35 elevi. În faţa sa avem 
o parte, iar în spatele său patru părți egale cu cea din față. Deci cei 
35 elevi reprezintă 5 părți egale cu numărul elevilor din față. În fața 
pionierului comandant sînt 35 : 5 = 7 elevi, deci el este pe locul opt în 
coloană. 
faţă comandant spate 
DR 
Fig. IV.125. 


1V.127. Elevul a avut iniţial 50 lei X4 = 200 lei. I-au mai rămas 
după cumpărarea stiloului 200 lei — 50 lei = 150 lei. Cărţile au costat 
150 lei: 5 = 30 lei. Rezultă că a mai rămas cu 150 lei— 30 lei adică 
cu 120 lei. l 

Observație : Deoarece cele două cărți au costat o cincime din rest, 


înseamnă că i-au mai rămas 2 din rest, adică (150 lei : 5) X 4 = 120 lei. 


IV.128. Cei doi băieţi mai puţin înseamnă 30 — 2 = 28. Reprezentăm 
grafic datele problemei : 


cu 2 mai Mic 
A jumătate din numărul 
băieţilor 


n s numărul] fetelor 


o treime din numărul 
m z de fete 


Fig. IV.128.a. 


Aşadar, putem exprima grafic cu ajutorul a o treime din numă- 
rul fetelor situația celor 28 de elevi astfel : 


l i } } , } — numărul băieţilor, 
, cu 2 mai mic 
H numărul fetelor 
Fig. IV.128.b. 


Deci numărul de 28 de elevi corespunde la 7 părți egale. egale 
fiecare cu o treime din numărul fetelor, adică 28 : 7 = 4. Rezultă că o 
treime din numărul fetelor este reprezentată de 4 fete. Găsim că numă- 
rul fetelor este 4 X 3 = 12, iar al băieților (28 — 12) 4- 2 = 14 + 2 = 16. 
Verificare : 12 + 16 = 30. 
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1V.129. Figurăm datele problemei : 
Pr întreaga sumă 


pi] costul paltonului 
Îi restul 
pi costul rochiei 
RR 675 lei 
Fig. IV.129. 


SEE e ue poa e De ne ca aa că SEEE edi 
Se observă că 675 lei reprezintă ES din întreaga sumă. z din 


întreaga sumă (costul rochiei) este 675 lei : 3 = 225 lei. Deci întreaga 
sumă este : 225 lei X 8 = 1 800 lei. 
IV.130. a = 2 568 ; b = 2 568 : 6 = 428 ; c = (428 : 4) X 3 = 321 ; 

b + c = 428 + 321 = 749 ; d = (749 : 7) X 5 = 107 X 5 = 535 

a -+ b+ c + d = 2 568 + 428 + 321 + 535 = 3 852. 
IV.131. În prima zł s-au trimis (18 540 t : 9) X 2 = 2060 t X 2 = 4 120 t. 
Restul după prima zi este : 18 540 t — 4 120 t = 14 420 t. A doua zi s-au 
trimis (14 420 t:5)X 3 = 8652 t. În a treia zi s-au trimis 14420 t— 
— 8 652 t = 5768 t. 
IV.132. Transpunem în desen datele problemei : 


aaaeeeaa suma avută 


=> costul cărţilor 
FF M primul rest 
Îi costul creioanelor 
ÎN] noul rest 
p costul caietelor 
Fig. IV.132. 


Se observă că un sfert din noul rest reprezintă 15 lei, deci noul 
rest este de 60 lei. Trecînd peste unele etape se observă că suma avută 
este de 120 lei. Verificaţi ! 


1V.133. Priviţi desenul : 
——Á_—— FRRRRR———— suma iniţială 


a prima cheltuială 
RR restul 
„FR a doua cheltuială 
pi 16 lei + 24 lei = 40 lei 
Fig. IV.133. 


Se constată că 40 lei reprezintă -= din restul după prima cheltuială. 


= din rest reprezintă 20 lei, deci restul este 100 lei ce reprezintă- din 
sumă. —- din sumă reprezintă 100 lei:4=— 25 lei, deci suma a fost 
25 lei X 7 = 175 lei. 
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1V.134. Sumele de bani pe care le au la început pot fi reprezentate în 
desen astfel : 


bi 4 
fe suma lui Costică 


Fig. IV.131.u. 


După împrumut sumele se reprezintă astfel : 


A E. suma lui Petrică 
Ļ——— suma lui Costică 


Fig. 1V.134.b. 


Se observă că suma, la un loc, a celor doi elevi prima dată este 
formată din 6 părți egale, iar a doua oară — aceeaşi sumă, din 3 părți 
egale. Înseamnă că o parte din situația a doua, care este suma lui 
Costică, este formată din două părți egale din situația întîi, care este 
suma iniţială a lui Costică. Așadar, Petrică dindu-i 120 lei lui Costică 
înseamnă că a dublat suma iniţială a lui Costică. Rezultă că, la început, 
Costică a avut 120 lei, iar Petrică 120 lei X 5 = 600 lei. 


IV.135. = din 2 640 înseamnă: (2640 :4) X 3 = 1 980. Două jumătăţi 


din 20 înseamnă 20. Avem de rezolvat următoarea problemă: găsiţi 
numărul x, ştiind că: (1 980 + 20) : x = 500, deci 2 000: x = 500, adică 
x=4. 


1V.136. S-au plantat: (4800 :5) X 2 = 960 X 2 = 1920 (meri). (4800: 
: 8) X 3 = 600 X 3 = 1 800 (peri); 438300 :6= 800 (caişi) şi 4800— 
— (1 920 + 1 800 4+ 800) = 280 (pruni). 


IV.137. S-au vîndut 40 de cărți de știință ; au mai rămas 240 — 40, adică 
200 cărți. Din acestea s-au vîndut (200 :5) X 2, adică 80 cărți de poveşti, 
iar restul de 120, cărți de colorat. Cărțile științifice costă 20 lei X 40 = 
= 800 lei, cele de povești costă (20 lei + 5 lei) X 80 = 2 000 lei, iar cele 
de colorat [(20 lei + 25 lei) :5] X 120 = 1 080 lei. Valoarea totală este 
3 880 lei. Verificaţi ! 


IV.138. Pentru a afla cîți pui și cîte găini sînt, folosim desenul din 
figura 1V.138.a., care inspiră următoarele calcule: 920 — 690 = 230; 
230 : 2 = 115. Deci găini sînt 115, iar pui sînt 690 -}115 adică 805. 
Se vind 805:5 adică 161 pui și (115:5)X3 adică 69 găini. Pentru a 
afla preţul unui pui şi apoi al unei găini apelăm tot la metoda grafică 
(Fig. 1V.138.b.): 


Fig. 1V.138.a. 
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Esi e Doua Mn ARD e a SEA caca preţul unei găini 
90 lei 


preţul unui pui 
rr 
Fig. 1V.138.b. 


Un pui costă: (90 lei — 30 lei):2= 60 lei :2 = 30 lei. O găină 
costă : 30 lei + 30 lei = 60 lei. S-au încasat: (30 lei X 161) + (60 lei X 
X 69) = 8 970 lei. 


IV.139. Desenul ne convinge că un sfert din economia Ioanei reprezintă 
24 lei:3=—8 lei; deci suma avută de Ioana este 8 lei X 4 = 32 lei. 


a n FR suma avută 


24 Jw 
Fig. IV.139. 


IV.140. a) În primele două luni realizează Å, iar restul este -> adică-- 


din numărul de piese Pac Ca. e ce reprezintă 9 000 de piese. Deci planul 
a fost de 27 000 piese. 


b) 14 400 ; 7200; 5 400. 
IV.141. 


12 5 a (E IC ACN 
11 11 1l 1 17 17 17 17 17 
7 8 51 7 
i ai P. k T z 
(7) besi (2-3-1) 
11 Il 17 17 17 17 1] 
2 
i7 17 17 
IV.143. a) x = 800 — 47,8 ; x = 752,2 ; 
b) x = 9,78 + 28,5 = 38,28. 


IV.144. Al treilea număr este 16 336,75 — 10 702,50 = 5 634,25. 
Al doilea număr este 6 712,25 — 5 634,25 = 1 078. 
Primul număr este 10 702,50 — 1 078 = 9 624,50. 


IV.145. Fiecare robinet curge în bazin, într-un minut, respectiv 1 1, 2 1, 
4 |], iar într-o oră, respectiv 60 1], 120 1, 240 l. Cele trei robinete curg 
împreună într-o oră 420 1, iar în 10 ore 4 200 l adică 42 hl. Din această 
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cantitate se scurg spre grădină 18 dal:10 = 180 dal = 18 hl. Deci în bazin 
se vor găsi 42 hl — 18 hl = 24 hl. 


IV.146. În bazin curge cantitatea de 5 hl +7 hl == 12 hl într-o oră. Se 
scurge într-o oră prin țeavă cantitatea de 600 1 = 6 hl. Rămin în řiecare 
oră în bazin 12 hl — 6 hl = 6 hl. Deci bazinul, de 4800 1 = 48 hl, se 
umple în 48:6 adică în 8 ore. 


IV.147. După o oră de zbor, primul avion a parcurs 428 km care tre- 
buie recuperați de al doilea avion. Această recuperare se poate realiza 
pentru că viteza medie a celui de al doilea este cu 535 km — 428 km = 
— 107 km mai mare, ceea ce îi permite să ajungă pe primul avion în 
428 : 107 adică în 4 ore. 


IV.148. Datele problemei pot fi figurate într-un desen : 


A 98 8 C 
—— l 
„282 
Fig. 1V.148. 


Avem deci distanţa de la B la C : (282 — 88) : 2 = 97 (km), iar cea 
de la A la B : 282 km — 97 km = 185 km. 


1V.149. AB = 149 km; BC = 133 km. 


A 8 G 
e—a 


vr . 
350 : 
Fig. IV.150. 

IV.150. a) Deci : distanța BC este (390 — 76) : 2 = 157 (km), iar cea de la 
A la B: 157 km + 76 km = 233 m. 

b) În 390 : 65 = 6 (ore). 

c) În 3 ore de mers, autoturismul străbate 65 km -3 = 195 km. Dacă 
pleacă de la A către C atunci se va afla la 233 km — 195 km = 38 km de 


orașul B, între A și B. Dacă pleacă de la C către A, atunci se va afla tot 
la 195 km — 157 km = 38 km, tot între A și B. 


IV.151. Viteza în sensul curentului este de 280 km :7 = 40 km pe oră. 
În sens contrar curentului viteza este de 35 km pe oră. Deci parcurge, la 
întoarcere, distanța în 280 : 35 = 8 (ore). 


IV.152. 6 pătrate : ABCD, AMOQ, QOPD, PONC, NOMB, MQPN. 
12 triunghiuri : AMQ, QOM, MBN, NOM, PQD, POQ, PCN, PON, 
QMN, QPN, MQP, MNP. 


IV.153. Gardul viu are 304 dam : 4 = 76 dam = 760 m. 
Gardul din scînduri are : (3 040 m :2)— 20 m = 1 500 m. 
Restul din gard este de 3 040 m — (760 m + 1 500 m) = 780 m. 
Gardul din sîrmă fără poartă are 780 m — 4 m = 776 m. S-au folo- 
sit 776 m:3 = 2 328 m de sîrmă. 
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IV.154. Semiperimetrul este de 4 800 m : 2 = 2 400 m. Desenul ne inspiră 
la următoarele calcule : 


Fig. 1V.154. 


2 400 m : 4 = 600 m, adică lățimea, lungimea este de 600 m:3 = 1 800 m. 


IV.155. Desenul ne inspiră să observăm că perimetrul terenului se poate 
exprima prin numărul ce se obţine înmulțind pe 8 cu măsura în deca- 
metri a jăţimii, pentru că în problemă avem informaţia că lungimea 
este de trei ori mai mare ca lățimea. 


„ Fig. IV.155.a. 


Deci : lăţimea are 40. dam : 8 = 5 dam = 50 m iar lungimea 50 m- 
-3 = 150 m. Prefabricatele s-au folosit pe cele „două lungimi“, deci 
150 m:2 = 300 m. Gardul viu pe cele „două lățimi“, deci 50 m:2 = 100 m. 
b) Reprezentăm datele problemei în desenul ce urmează : 


630 aa 
În a numărul merilor 
wem si numărul cireşilor 
Fig. 1V.155.b. 


Din datele problemei avem că 2 500 este suma dintre numărul meri- 
lor şi al cireşilor. Dacă din această sumă; scădem diferenţa obţinem 
2 500 — 630 = 1 870 adică, după cum se observă din desen, de două ori 
numărul cireșilor care este 1 870: 2 = 935. 

Așadar, cireşi s-au plantat 935 iar meri cu 630 mai mulţi. deci: 
935 -L 630 = 1 565. 

Verificare : 1 565 + 935 = 2 500. 


IV.156. Privind desenul, constatăm că latura unui pătrat este de patru 
ori mai mică decit a celuilalt pătrat. 

Cum suma dintre lungimea laturii unui pătrat și lungimea laturii 
celuilalt este 25 înseamnă că lungimea laturii pătratului ininal este de 
25 m :5=5 m, iar a celuilalt 5 m X 4 = 20 m. 
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e—a 
> 


R. 
Fig. IV.156. 


IV.157. a) Semiperimetrul primului dreptunghi este de 750 cm :2 = 
= 375 cm iar lungimea lui de 375 cm — 75 cm = 300 cm. Semiperime- 
trul celui de-al doilea dreptunghi este 500 cm iar lungimea lui este 
500 cm — 75 cm = 425 cm, deci trebuie mărită cu 425 cm — 300 cm 
adică cu 125 cm. 

b) Latura este 250 cm, iar aria 250X 250 adică 62500 cm? = 
= 625 dm?. i 


1V.158. Vom neglija coperţile și foile cărţilor care nu sînt luate în 
seamă la numerotare. Vom considera că cele două volume sînt așezate 
cu cotorul către exterior. PRIMA SITUAȚIE : volumul I în stînga şi cel 
de al doilea în dreapta, în raport de cum privim biblioteca. Jumătate 
din numărul de pagini din al doilea volum este 151. Aceasta înseamnă 
că între prima pagină a volumului întîi și pagina care arată jumătate 
din numărul de pagini ale celui de al doilea volum sînt paginile cu 
numerele : 152 ; 153 ; ...; 302, adică în total 151. SITUAȚIA A DOUA: 
volumul al doilea în stînga și primul în dreapta, față de cum privim 
biblioteca. Jumătate din numărul de pagini din al doilea volum este tot 
151. Între prima pagină a volumului întîi care se găsește în dreapta și 
pagina care arată jumătate din numărul de pagini ale celui de al doilea 


volum sînt paginile cu numerele: 2; 3; 4; ...; 366; 1; 2; ...150, 
adică 365 -+ 150 = 515. 
IV.159. a) Pentru paginile 1, 2,...,9, 10 s-au folosit de 11 ori. Pentru 


paginile 11,..., 20 s-au folosit de 20 de ori. În continuare pentru pagi- 
nile 21, 22,...,98, 99 s-au folosit de 7 X 20 + 18 = 158 ori. Pentru 
pagina 100 încă de trei ori. În total, de 11 4 20 + 158 + 3 = 192 ori. 
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b) Pentru primele 100 pagini s-au folosit cifrele de 192 ori. Au 
mai rămas de folosit de 315— 192 = 123 ori. Pentru paginile 101, 
102,...,140 s-au folosit de 30 X 4 = 120 ori. Au mai rămas trei cifre 
pentru pagina 141. Deci 141 pagini are cartea. 
IV.160. a) 15 X (302 — 300) = 15 X 2 = 30; Deci propoziţia este ade- 
vărată. 

b) 6 X100 + 101 — 25 = 600 + 101 — 25 = 701 — 25 = 676. 
Deci propoziţia nu este adevărată. Este o propoziţie falsă. 


- IV.161. 3 X b = 11 —a. În cazul cînd b = 0 avem a= 11 ; dacă b =1, 
avem a = 8 ; dacă b = 2 avem a = 5 ; dacă b = 3 avem a = 2. Numărul 
b nu poate fi mai mare decît 3, căci ll—.b nu poate fi numărul 12. 
1V.162. a= 106 + 14 085 — 3 057 = 11134; 
b = 0 + 50 + 50 + 0 = 100 deci a : b = 11 134 : 100 = 111,34. 
IV.163. 1) 15+ 10 + (15 X 10) = 175 ; 
2) 17+ 0+17X0=17 
3) 0+9+(0X9=9 
4) a+- 0 + (a X 0) = 66 adică a + 0 + 0 = 66 deci a = 66 
5) a+ 1+ (aX 1)=9 adică a+ 1 + a = 9 sau a+ a =8 
de unde a = 4 ! 
6) 7+ b+ (7 X b) = 23 adică b + (7 X b) = 23 — 7, 
b -+ (7 X b) = 16. Imaginăm următorul desen : 


16 
7xb 


Fig. IV.163. 


Se observă că b=16:8=—2. 


1V.164. Se observă că numerele date 3 și 2 trebuie să fie două din 
oricare cele trei numere. Avem de rezolvat problema 3+24x=10 


0000000020000 


Aceasta este imposibilă, că 34+2-1+2 nu este 10. Rămine rezul- 
tatul următor : 


00J0]910J8J9/GI8I9J9IGIO 


Fig. IV.164.b. 


N 


IV.165. Privim desenul și ne dăm seama de ce trebuie să efectuăm 
următoarele calcule : 
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41 franceză 60 engleză 
Fig. 1V.165. 


80 — 4! == 39 care ştiu numai engleză; 80 — 60 = 20 care ştiu numai 
franceză. Știu ambele limbi: 41 — 20 = 21 sau altfel: 60 — 39 = 21. 


IV.168. a) 9; b) numai franceză învață 9 elevi iar numai engleză învaţă 
12 elevi. 


IV.165. a) Mai întîi aflăm numărul de trei cifre. La cifra sutelor pot fi 
numerele 1. 3, 5, 7, 9. Rămîn numai 1 sau 3, căci 5 X 2 = 10 etc. şi la 
cifra zecilor avem o singură cifră nu două. Dacă la cifra sutelor avem 
numărul 1, atunci la cifra unităţilor avem numărul zero, deoarece acesta 
trebuie să fie mai mic ca 1. În acest caz avem 120 dar 20 nu se împarte 
exact la 6. Avem deci singura situaţie, 360 lungimea celor cinci plat- 
forme. Fiecare din ele are lungimea de 72 m. Conform datelor proble- 
mei găsim că lăţimea unei platforme este 72 : 2 — 10 = 26 (m). 

b) Semiperimetrul unei platforme este 72 m + 26 m=—98 m iar 
lungimea unui picior este 102 m. 

c) 800 t X (4 X 5) = 16 000 t. 

d) La cifra unităţilor putem avea: 0, 2, 4, 6, 8. Deoarece la zeci 
trebuie să avem cu 4 mai mult decit la unităţi, numerele corespunzătoare 
sint : 4. 6, 8, 10, 12. Pe loc de cifre nu pot fi decît 4, 6, 8 deci am avea 
numerele 40, 62, 84. Din acestea, doar 84 se împarte exact la 6. Deci 
conducta are 84 km. 


IV.16£. Avem pe rînd următoarele operaţii: 8, 0, 0; 3, 5, 0; 3,2, 3; 
3, 0 (se varsă jos), 3; 0, 3, 3; 0, 5,1. 


IV.169. Presupunem că au fost vindute toate merele cu preţul de 8 lei kg. 
În acest mod s-ar fi încasat 8 lei X 210 = 1 680 lei și nu 1 510 lei, deci 
ar fi fost o diferenţă în plus de 1 680 lei —1 510 lei = 170 lei provenită 
de la diferenţa de 2 lei a prețurilor. Înseamnă că s-au vîndut 170 : 2 = 
= 85 (kg) de 6 lei și restul de 210 — 85 = 125 (kg) de 8 lei. 


1V.170. Avem x < 420 — 390 adică x < 30. Rezultă că x poate fi oricare 
din numerele 0, 1, 2, 3, 4, 5,...,27, 28, 29. 


IV.171. x nu poate fi zero deoarece numărul nu ar mai fi de patru cifre. 
Din condiţia a) avem că x+ y + t este mai mic sau egal cu 15. Cum zx 
nu este zero înseamnă că x = 1. Folosind condiţia b) și apoi condiţia c) 
găsim : x = 1, y= 3, t =5 sau x= 2, y=4, t=—6 sau x= 3, y=), 
t= 7. 
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CLASA A V-A 


REZOLVĂRILE ȘI REZULTATELE EXERCIȚIILOR 
ȘI PROBLEMELOR PENTRU CLASA A V-A 


V.1. a)l; b) 16; c) 31 985. 


V.2. 403 — 204 -+ 439.608 — 108 875 + 68 103 = 
= 199 4+ 266 912 — 108 875 + 68 103 = 
= 267 111 — 108 875 + 68 103 = 226 339. 


V.3. 3-+10.[362+10-(24+6)].= 
= 3 + 10-[362 + 10-30] = 
= 3 + 10-(362+ 300) = 3 -+ 10-662 = 6 623. 
V.4. 1500+ {50+ 5-[265— (2+ 2)-65]-150} = 
= 1 500 + {50 + 5- [265 — 4-65] -150} = 
= 1 500 + {50 + 5- [265 — 260) :150} = 
= 1500 + {50 + 5-5. O N a= 
= 1 500 + 3 800 = 5 300. 


V.5.  {[21 —5+12] :4-+5}-10— [(4 + 9)-5 — 60] = 
= {28 : 4 + 5}-10 — [13-5 — 60] = {7 + 5}-10— (65 — 60) = 
= 12-10 — 5 = 115. 
V.6.  274:973-4+103.(2-+ 204) = 2 -+ 103.206 = 21 220. 
V.7. 3125 — 5-(2 -+ 212) + (2.397: (24.35 = 
= 3 125 — 5:214 + (27-37) : (24. 35) = 
= 3 125 — 1 070 + 23-32 = 2 055 + 72 = 2 127. 
V.8. 8- 22.2 28:25-21 :[25.(3 -+ 1)] — 4:8 = 
= 8 +8 + 2 -+ 210 ; [25.4] — 32 = 
= 16 +8 +20:29 —32= . 
= 24 + 23 — 32 = 24 + 8 — 32 = 0. 
V.9. 38? : (3175 -+ 7- (352 — 175) = 
= 387 ; 885 4+- 7-177 = 9 -+ 1 239 = 1 248. 
V.10. (3203 -+- 10%9) : (3203 4- 10%9 = 1. 


V.11. [217 + 5% — 3.(810)] : (217 + 55 — 31) =]. 


V.12. 
V.13. 
V.14. 


participanţi în prima zi 3 18 
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[230 4 320 4+ 610) : [(2.3)10 + 230 -+ 329 = 1. 

56. 

10- (324 : 324 + 2. [(230. 315) : (229. 315) + 1]) = 

= 10: (1 + 2:[24+ 1])=10-(14+2:3) = 10-7 = 70. 

8 + [0 + 3-81 — 81] : {9- [301 —10-(24 + 2.3)]) = 

= 8 -+ [2-81] : (9-[301 —10:30]) = 8 + 162 : {9- [301 — 300)) = 
= 8 -+ 162 : 9 = 8 + 18 = 26. 

3100 ; [398 -+ (325)5 : 327 -+ (4 — 1)%. 389] = 

= 3100 ; [898 + 3125 ; 377 4 3%. 38] = 

== 3100 ; [398 + 3938 — 398] — 

== 81% : (3. 398) — 

= 310 ; 39 = 3, 

Se observă că una din paranteze este 10 000 — 100? = 
= 10 000 — 10 000 = 0. Deci E = 0. 
316-(147 — 47) = 316-100 = 31 600. 

(5 739-4 325 — 4 324 -5 739) — 5 738 = 

= 5 739. (4 325 — 4 324) — 5 738 = 5 739-1 — 5 738 = 1. 


Conform textului putem figura datele astfel: 
3 12 
— 
42 18 3 


numar elevi 
7n pmo PA n 


numàr elevi J/N a dova zı 
Fig. V.20.a. 


Se constată că în clasă sint 3+ 12 -+ 18 + 3, adică 36 elevi. 
Un alt desen care ar ilustra situația dată, este :' 


elevi din clasă 
î participanţi. în a doua zi 


F, 
' Fig. V.20.b. 


V.21. 
60 en gleză 
AI a ca aaa 
< 
naaa Cit 


44 {rancezd 


80 de elevi 
Fig. V.21. 


a) 80 — 60 = 20; 
b) 80 — 41 = 39; 
c) 41 — 20 = 21 ; sau altfel: 60 — 39 = 21 sau astfel: 41 -+ 60 — 


V.22. 


i calificati 


| | 7ecafificatr].. 


S-au calificat la faza judeţeană, 1 500 : 4 = 375. 
V.23. E 


2000 ğ 
mA 
———— 1] cantitatea din 


primul magazin 
paa i cantitatea din 
K ; al doilea magazin 
Fig.V.23, 


Observăm că 2 000 + 520 = 2 520 (kg) reprezintă de 5 ori mai mult 
decit cantitatea adusă în al doilea magazin. Deci în al doilea magazin 
s-au adus 2 520: 5, adică 504 kg, iar în primul 504 kg.:6 = 3 024 kg. 


V.24. 


. 


t meag realizare în trim. I 
Cr e aere realizare în trim. II 
| | 180 , 


Fig. V.24. 
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Din textul problemei, avem că detașamentul a realizat 3 060 lei + 
540 lei = 3 600 lei. Observăm că în trimestrul I a realizat (3 600 lei — 
— 180 lei) : 5 = 684 lei. 
Aşadar, pînă la sfîrșitul trimestrului al doilea s-au realizat 684 lei- 
= 2 052 lei. - 


V.25. Figurăm cele două situații comparativ. 
Observăm că suma 690 este 2-1 3-7 adică de 23 ori mai mare decît 
primul număr. Avem primul număr 690 : 23 = 30 şi al doilea, 30-7 = 210. 


Prem) primul 


număr 


al doilea 
număr 
._—— 


h | E 3 | eco 


Fig. V.25. 


V.26. Datele problemei, figurate în desen, ne conduc la ideea că dacă 
la suma de 63 lei adunăm 7 lei, obținem de două ori prețul pixului și al 
cărții împreună, adică 35 lei. 


| nanana y preț pix 
NINSORI NE ARE preţ carte 
Eee stuc agate cat dame ee ae ai costul pixului şi al cărţii 
pret „Joc 
wig. V.26. 


"În acest mod găsim prețul pixului (35 — 5) : 2 = 15 (lei) şi pretul 
cărții de 15 lei + 5 lei = 20 lei. Rezultă prețul jocului 63 — 35 = 28 (lei). 


V.27. Putem imagina cele două situații din problemă, în două figuri: 


| OR a a a | prima cutie 


E SSE a doua cutie 
| IE a doua cutie 
Fig. V.27. 


În a doua situaţie avem 820 :4 = 205 creioane, în a doua cutie. 
Dacă acum luăm 41 de creioane din această cutie obţinem 205 — 41 = 
= 164, adică numărul de creioane cerut. În prima cutie sînt 820 — 164 = 
= 656 creioane. 
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V.28. În depozitul mic sînt (3 560 — 60) : 2 — 920 adică 830 t, în cel mare 
sînt 3 560 — 830 adică 2730 t. 


V.29. Textul conduce la următorul desen : 


În prima ladă sînt (612—2):5 adică 122 kg. În a doua ladă 
122 kg-2 = 244 kg, iar în a treia 244 kg + 2 kg = 246 kg. 


=] marfă în prima ladă | 
= marfă în a doua ladă (612 kg 
aj 
Cp martă în a treia ladă 
Fig. V.29. 
V.30. 


„Se observă că: a = (900 — 25) : 7 = 125; b = 3-125 = 375 şi c = 
= 375,4 25 = 400. l 


<E 
b aaas 900 
aan aia E iei e aa cae aaa e esa DAR 2 
Fig. V.30. í 
V.31. 242, 121, 246. = 
V.32. 
E i primul 
o, IE PIN RE MR N 245, 
O RE RER NENE A a eea 
Fig. V.32. 


În desen se sugerează că suma este de trei ori mai mare decît al 
doilea număr, adică 3:245 = 735. 


V.33. Cînd se deschide o carte, numărul care se găsește pe pagina din 
stinga este număr par, iar cel de pe pagina din dreapta este număr 
impar. Deci avem ‘problema : suma a două numere naturale consecutive 
este numărul 217 ; aflați numerele: 


Li 


l Rezolvare : 217 — 1 = 216, 216 : 2 = 108 este numărul de pe pagina 
din stînga, iar 109 cel de pe pagina din dreapta. . 
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V.34. Conform textului putem imagina următorul desen: 


} ————— | virsta tătălui 
48 ant 
Pa] virsta fiului 
i Fig. V.34.a. 
peste X An’ 


— r a dia E 
yrr 513 talalur 
e—a 
pese x DNI 
V/r5%2 p/ ur 
Fig. V.34.b. 


Se observă că virsta fiului este 48 : 4 = 12 (ani). 

Constatăm că vîrsta fiului este egală cu numărul de ani pretins de 
problemă. Deci peste 12 ani virsta tatălui va fi mai mare de două ori 
decit a fiului. 


V.35. Textul problemei permite să ne imaginăm următorul desen unde 
s-a notat cu a numărul mic. 
a 
E 
ef 424 A 24 4,2, a +2, A 2 a 2 a Ze 24 
226 
Fig. V.35. 


Se observă că T-a este 226— 8-2 adică 210. Deci 7-a = 210 
adică primul număr, a, este 210 :7 = 30. Al doilea număr este 226 + 
+ 30 = 256. 


V.36. 
Datele sd le ilustrăm inipun desen şi avem 270 — (24 + 


+ 81 + 132) = 


EEE (NENE RE 270 


Îi 


Fig. V.36. 


Acest număr reprezintă de 3 ori cît se scade din fiecare număr, 
adică 33 : 3 = 11. Deci numerele sînt 35; 92 și 143. 
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V.37. a) Figurăm, în desen, situaţia vîrstelor din prezent: 


RER PONI ne să A virsta lui Ionuţ 
3 
Pa a A 
| | 3 j i vîrsta lui Sandu 
————— 
| | 6 virsta lui Cătălina 
Fig. V.37.a. 


Figurăm în desen, situația vîrstelor din trecut : 
ROI ERIE E 
virsta lui Ionuț 
aD vîrsta lui Sandu 


| ) virsta lui Cătălina 


Fig. V.37.b. 


Comparind situațiile se constată că acum doi ani, Sandu avea cu 
3 ani mai mult decît Ionuţ. Deoarece atunci virsta lui Sandu era egală: 
cu suma virstelor celorlalți doi rezultă că virsta Cătălinei era cît dife- 
rența dintre vîrstele celorlalți doi, adică 3 ani. Aşadar acum Cătălina are- 
5 ani, Sandu are 5- 6, adică 11 ani, iar Ionuţ cu 3 ani mai puţin decît 
Sandu adică 8 ani. 

b) Peste 14 ani cei trei copii au RR TR vîrste : Ionuţ are: 
22 ani, Sandu are 25 ani, Cătălina 19 ani. Suma vîrstelor lor este: 
22 + 25 + 19 = 66 (ani). 

Figurăm situaţia virstelor părinţilor : 


=== virsta mamei | 
66 ani 
a ami ea oana ue Estee SR vîrsta tatălui | 
Fig. V.37.c. 


Deci mama are (66—2):2— 32 (ani), iar tata 32 + 2 = 34 (ani). 
V.38. 


pa 415 


Fig. V.38. 
CIN 


Din datele problemei constatăm că fiecare număr diferă de pre- 
«<cedentul cu 1. Numărul mic, este (415 — 10) : 5 = 81. Celelalte numere 
sint : 82, 83, 84, 85, 86. 


"V.39.  Reformulăm o parte din problemă : 27 de bile sînt roşii sau gal- 
:bene și 39 de bile sînt negre sau galbene. Situaţia este figurată în urmă- 
torul desen : 


| i bile roşii | 
PO bile galbene 

39 
N a E bile negre 


Fig. V.39. 


27 


Observăm că diferența dintre numărul de bile negre şi numărul de 
“bile roșii este 39 — 27 adică 12. Cum bilele roșii sînt de două ori mai 
-puține avem : bile roșii 12, bile negre 24 iar bile galbene 15. 


'V.40. Figurăm datele problemei : 


420 
a [N 
a a aa a a mere 
T Gee 20 a 
: 40 j 80 ciocolată 760 
i turtă dulce 


Fig. V.40. 


Se va observa că turtă dulce avem în număr de [760 — (40 + 
-+ 120)] : 3, adică 200 bucăți, ciocolată 240 bucăți, iar mere 320 bucăţi. 
Rezultă că se pot realiza maxim 200 de pachete, adică atîtea cîte bucăți 
-de turtă dulce avem. 


'V.41. Textul poate fi schițat în desen astfel: 


,„ rigle rapor toare 1 250 bucăți 


NEL a nat eE 2 050 bucăți 
rigle echere 
4 9 FR 1600 bucăţi 
Fig. Val. 


Se observă că de două ori numărul de rigle, raportoare și echere. 
luate împreună, reprezintă 1 250 + 2 050 4+.1 600 = 4 900 (bucăţi). Deci, 
rigle, raportoare și echere, la un loc, avem 4 900 : 2 — 2 450 (bucăţi). 

Avem 1 200 echere, 400 rigle, 850 raportoare. Rezultă că se pot 
forma 400 de truse. 
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Y.42: Datele problemei se pot figura astfel : 


175 premiul I 

——————————— 

premiul al II-lea 825 
a 

premiul al III-lea 
m 

premiul I şi al III-lea 
Pe pe la un loc | 825 
E atatea j 

T premiul al II-lea 

t | 


Fig. V.42. 


Constatăm că cele trei premii la un loc reprezintă de trei ori pre- 
miul al doilea. Deci premiul al doilea este 825 : 3 = 275 (lei). Premiul I 
este 275 + 175 = 450 (lei). Premiul al treilea este 825 — (450 + 275) = 
= 100 (ei). 


V.43; 
„94 
Pere primul 
——— al doilea | 252 
| — al treilea | 
Nr 
Teil 23? 
primul al treilea | 
({———— al doilea 
Fig. V.43. ` 
Se observă că suma 252 este de trei ori premiul al doilea. Deci 
acesta este 252 lei : 3 = 84 lei. Primul este 108 lei, al treilea este 60 lei. 
V.44. 


ŢI DI 
contitelea în cantitatea în 56204 
Vagoane de vəgoane de | 


ciment în depozit 


407 
Da e T Ce , În maci 
can tlitoles nN 4 07404 | ciment în depozi 
vagoane de 15t d 
Fig. V.44. zi 
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Se observă că 10740 t— 5620 t=—5120 t reprezintă cantitatea 
încărcată în vagoane de cîte 40 t fiecare. 

Rezultă că avem 5 120 t: 40 = 128 vagoane de 40 t fiecare. Asemă- 
nător, raționăm pentru vagoanele de 15 t: (9880 — 5 620):15 = 284. 

Cantitatea de ciment este 5 120 t + 9800 t= 15000 t. 


V.45. 
. SI Eat SE. + 200 costul excursiei 
E pp] cite 100 lei pe lună 
240 
Fig. V.45. 


În cazul cînd ar economisi cîte 100 lei pe lună, faţă de costul 
excursiei, ar avea în plus 200 lei, ceea ce înseamnă că față de economi- 
sirea cu 80 lei pe lună înseamnă o diferenţă de 240 lei care provine de 
la surplusul de 20 lei pe lună. Deci economisește în 240 : 20 = 12 luni; 
costul excursiei de 12-100 — 200 = 1 000 (lei). 


V.46. Dacă luăm cite un elev din fiecare bancă unde am așezat cite trei 
și îi așezăm cîte doi în cele 4 bănci libere ne rămîn 3 elevi în picioare. 
Deci în așezarea elevilor cîte 3 au fost ocupate 4-2 -4+ 3 = 11 bănci. În 
clasă sînt 11 + 4 = 15 bănci și 15-2 -++ 3 = 33 elevi. 


V.47. Să reducem problema la alta:: să punem cîte un elev într-o bancă. 
În prima situație din problemă ar însemna că ar trebui să avem număr 
dublu de bănci faţă de cel existent, dar tot ar rămîne 9 elevi în picioare. 
Figurăm în desen : 


număr de elevi dia toal? c/259 


pm O 
NEA ORI PN DI NN NON N a E EN 
Sp i 


aumor de elevi în bonc cilë unul 


Fig. V.47.a. 


În situaţia a doua, din problemă, ar trebui să avem un număr de 
bănci de trei ori mai mare decît numărul de bănci existent (punînd cite 


un elev într-o bancă). Figurăm în desen, comparativ cu desenul pre- 
cedent (Fig. V.47.b.). 


Conform textului, 7 bănci sînt neocupate ; aceasta ar însemna 7:3 
adică 21 elevi şi încă doi elevi care s-ar așeza în banca ocupată de un 
singur elev, în total 23 elevi. 
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număr de elevi din tool? clisa 


4 r .. s’ 
număr de elevi care sar 
aseza in bòncile libere 


număr de elevi. cite unul in 
bancs [numër de banci) 
Fig. V.47.b. 


Observăm, în desen, că numărul de elevi aşezați cîte unul în bancă 
este 9- 23 adică 32 elevi, tocmai numărul de bănci. Deci în clasă sînt 
32 de: bănci și 32.2 + 9 = 73 de elevi. 


V.48. 45 elevi şi 20 de bănci. 


V.49. 19; 2. 

V.50. 40; 12. 
V.51. -458 ; 27 
V.52. : Notăm : 


j a, numărul mare, b, numărul mic. Teorema împărțirii 
cu rest permite: a = 5-b + 141. 
Realizăm desenul următor : 


141 


T S S jr numărul a 
pei eh 3083 numărul b 
Fig. V.52. 


=" Constatăm că 4-b = 5 085 — 141, adică 4b=4 944. Deci b = T 236 
iar a = 6 321. 


V.53. Şe observă că diferența numerelor este 36. 


a pl pata 
număr mic număr mare suma numerelor 
26 x 35 37 
Fig. V.53. 


Din teorema împărţirii cu :rest:avem că suma numerelor este 36- 
- 35 —- 84 —=.1 294. Deci de două ori numărul mic este 1 294 — 36 =.1 258. 


Rezultă că numărul mic este 1258 :2 = 629 iar cel.mare este 
“629 + 36 = 665. 


V.54. Din teorema împărţirii cu rest avem numerele naturale cı şi co 
astfel încît ¢& 5- 4= c: 6+5, care se mai'scrie q :5=0: 6 45— 4 
adică cı: 5 = & +6 + 1. Aceasta se mai poate scrie succesiv : c45 = C2'5 -t 
+e +1 sau c =(c:5):5+(c04+1):5 sau c = c& + (c + 1) :5. Pen- 


tru ca c, să fie număr natural'trebuie ca (c+ 1) : 5 să fie număr natural. 
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Se cere cel mai mic număr: aceasta este posibil cînd c= 4. 
Rezultă că numărul cerut este 4:6 -++ 5 = 29. 


V.55. Notăm cu abc numărul cerut. Avem a — c = 4. Deoarece abc tre— 
buie să fie împărţitor şi restul este 100, dix teorema împărțirii cu rest 
avem 100 < cba deci cba are trei cifre, deci c0. Cum a> 4 avem 
situațiile a= 5 și c = 1, a= 6 şi c= 2, a= 7 şi c = 3, a =8 şi c= 4, 
a= 9 şi c =5. 

Din teorema împărțirii cu rest mai avem : abe = cba- 2 -2 + 100. Deci 
avem situațiile : 5bl = 1b5-2 + 100, 6b2 — 2b6-2-+ 100, 7b3 = 3b7 -2+ 
+ 100, ), 8b4 + 4b8- 2 -+ 100 şi '9b5 -+ 5b9-2 + 100. Din acestea, ga uE 


doar 6b2 = 2b6:2 + 100 unde b = 9 şi abc = 692. 


V.56. Dacă ar fi apartamente numai de cîte 2 camere atunci în bloc ar 
fi, în total 42-2 = 84 (camere). Înseamnă că surplusul de 140 — 84 = 56 
(camere) provine de la diferența 4 — 2 = 2 (camere). Deci sînt aparta- 
mente de 4 camere, în total, 56 : 2 = 28 iar de cîte 2 camere, in total, 
42 — 28 = 14. Verificaţi. 


V.57. Presupunem că s-au vîndut numai bilete de 4 lei. În această ipo- 
teză (condiție) toate biletele ar costa 415-4 = 1 660 (lei). Față de suma 
încasată, înseamnă că diferența de 2 160 lei — 1 660 lei = 500 lei provine 
de la diferenţa dintre preţurile biletelor care este de 2 lei. Deci s-au vin- 
dut 500 : 2 = 250 bilete de 6 lei şi restul de 165 bilete, cu preţul de 4 lei. 
Verificaţi. 

V.58. Dacă ar fi numai oi, înseamnă că ar fi 650-4 = 2600 picioare 
adică 2 600 — 2 260 = 340 picioare în plus. Acestea provin de la dife- 
rența de 4 — 2 = 2 picioare în plus la fiecare oaie faţă de o găină. Avem, 
deci, 340 :2 adică 170 găini și restul de 650 — 170 = 480 oi. 


V.59. Dacă s-ar fi folosit numai bancnote de 25 lei, covoarele ar fă 
costat 25 lei:148 = 3 700 (lei). Diferența de 6850— 3700 = 3150 (lei) 
provine de la diferenţa dintre valorile bancnotelor de 100 lei — 25 lei = 
= 75 lei. Așadar s-au folosit 3 150:75=—42 de bancnote de 100 lei şb 
restul de 148 — 42 adică 106 bancnote de 25 lei. 


V.60.  Scriem datele problemei astfel: 

20 băieţi, 16 fete, 328 kg 

10 băieţi, 30 fete, 340 kg 

Dacă fiecare număr din prima situaţie se împarte cu 2 obținem: 

10 băieţi, 8 fete, 164 kg 

10 băieţi, 30 fete, 340 kg 

Observăm că 22 de fete au recoltat 176 kg, deci o fată a recoltat 
176 kg :22=—8 kg. Un băiat a recoltat (164 — 8-8) : 10 = 10 (kg). 
V.61. 

5 caiete, 2 pixuri, 40 lei 

10 caiete, 5 pixuri, 95 lei 

10 caiete, 4 pixuri, 80 lei 

10 caiete, 5 pixuri, 95 lei 

zero caiete, 1 pix, 15 lei 


Deci pixul costă 15 lei, iar un caiet (40 — 15.2):5, adică 2 lei. 
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V.62. Schematic putem rezolva astfel : 
5 cărţi, 3 caiete, 64 lei 
3 cărţi, 5 caiete, 48 lei 


15 cărţi, 9 caiete, 192 lei 
15 cărţi, 25 caiete, 240 lei 


zero cărți, 16 caiete, 48 lei. 


Rezultă că un caiet costă 48 lei : 16 = 3 lei, iar o carte 11 lei. Dacă: 
s-ar fi cumpărat numai 13 caiete ele ar fi costat doar 13-3 adică 39 ler 
şi ar mai fi rămas 103 lei — 39 lei = 64 lei, diferenţă care provine de la 
diferența de 11 lei — 3 lei = 8 lei de la fiecare carte. Deci s-au cumpărat 
64 : 8 = 8 cărți și 5 caiete. 


V.63. Automobilul „înaintează“ față de tren cu o distanță de timp, egală: 
cu diferența dintre viteza automobilului și cea a trenului care este de 
64 — 46 = 18 (km). Deci într-o oră automobilul străbate pe lîngă tren 
18 km. Aceasta înseamnă că într-un minut străbate 18 000 m : 60 = 300 m, 
care este chiar lungimea trenului. 


V.64. Motociclistul ajunge în Bucureşti după 184 : 46 adică după 4 ore, 

deci la ora 13. Stă o oră şi pleacă spre Rocșani la ora 14. Timp de 5 ore 
biciclistul parcurge 23 m:5 = 115 km. La ora 14 între cei doi mai este o: 
distanță de 184 km — 115 km = 69 km pe care se deplasează unul către 
celălalt. Pînă la întîlnirea lor, pe această distanță timpul este de o (za F 
+ 46) adică de o oră. Așadar se întîlnesc la ora 15. 


V.65. (AUB) NC={0;1;2;3; 4 n{0; 7; 8} = {0}. 


V.66. A= (3, 4, 5, 6, 7, 8}; B= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 12, 15, 30, 607; 
AUB=(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 15, 30, 60); 
B— A= (1, 2, 12, 15, 30, 60}. 


V.67. Avem: 4x+1 <17; 4x <16 cu soluțiile elementele mulțimii 
M = {], 2,.3, 4}. 

a) A = {2, 4, 6, 8} ; B= {3, 6, 9, 12); 
C= (6, 12, 18, 24}; D= {4,-7, 10, 13}; 

b) (A N C) U B = {6} U B =B; 

c) (AU B) NC = {2, 4, 6, 8, 9, 12} NC = {6, tay 

d) (4 — C) N D = £2, 4, 8} N D= {4} ; 

e) (C ND) — B =Ø — B= Ø. 


V.68. A= {1, 2, 4, 8, 16} B= {2, 6, 14); C= {4, 36, 196). 


Avem : a) (A UB)NC = {1, 2, 4, 8, 16, 6, og b) (4 — 
— B) UC= {1, 4, 8, 16}U C= {1, 4, 8, 16, 36, 196}; į) A— Ø= A. 


V.69. Avem Æ UB = {2, 3, 4, 5, 6, 7}. Într-un desen ngat întîi afir— 
maţia b), apoi c) și ţineţi în final seama de a). Avem: A = (4,5, 3, T}. 
B= {4, 5, 2, 6 


N 


4T 


„67 O 


Fig. V.69. 


B 


V.70. Dacă cele două mulțimi sînt egale, reuniunea are 3 elemente. Dacă 
intersecția lor are 2 elemente,. reuniunea are 4 elemente. Dacă intersec- 


ţia are un element, reuniunea are 5 elemente. Dacă sînt disjuncte, reuniu- 
nea are 6 elemente. 


v.71. 
A | 5 


Fig. V.71. 


V.72. Din a) avem că 3€E€X şi 3€Y, 5E X şi 5EY, TEX şi TEY. 
Din.b) avem că 2CX și 2 ¢ Y, 6€ X şi 6¢ Y. Din a), b), c) avem a 


Oaa 4¢X şi 4EY. Deci X = {3, 5, 7, 2, 6} şi Y = {3, 5. 
1, 4 


W.73. . Se pot imagina diagramele următoare : 


A 


si Fig. V.73. 
Deci sint 3 soluţii. 
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V.74. Observăm că cele 3 mulţimi. nu au elemente comune. Așadar, 
A= {4, 5, 2, 3), B = {4, 5, 6, 7} și .C = {6, 7,2, 3). 
b) Avem : (C— — A) NB = {6, 7} N B= {6, 7}. 
Deci {2a ; 7} = (6, 7} implică 2a = 6, unde a = 3. 
S ezita că perimetrul este 3:4 = 12 (cm). 


y. 15., Condiția b) ne dă că X şi Y au ca elemente comune pe 4; 6; 9. 
; Condiţia c) permite cu siguranță că la mulțimea X să mai punem 


PIERE 1 și 8. | 

„„Condiţia d) mai adaugă la Y elementele 5 și 7. 

'Rămiîn în discuție elementele 3 şi 2, care contorm condiţiei a) 
trebuie să aparţină cel puţin Sal din mulțimi X şi Y. Din condiția d) 
oupa că 3 ¢Y şi 3 ¢ {2, 4, 


Rezultă că 3 € X. Avem a = X4, 6, 9, 1, 8, 3) şi Y = {4, 6, 9, 
5, 7, 2). 


V.76. Deoarece A U B=A NB înseamnă că AUB şi AN B trebuie să 
aibă aceleași elemente. l €C AUB şi 1CA NB rezultă că y =2. Asemă- 
nător, „găsim că x = 3. 


v.77. A= {]1, 2, 3, 5}, B= {1, 2, 4}. 


V.78. Avem ab + ac = a(b + c) = 5-10.= 50 ; 
ab — ac = a(b — c) = 5- 8 = 40. 


V.79. x(a- b)= 20, x-5 = 20, r= 4. 
b) x(3b -+ 2a — c) = 40, x(c + 20 — ¢) = 
În paranteză putem scrie (c + 20) — c. 
Dacă dintr-o sumă de două numere scădem unul din numere, obţi- 
nem ca rezultat pe celălalt număr. Deci (e+ 20) — c = 20. 
Avem deci, 2:20 = 40, z=—2. 


V.80. ge La pe CU gala sl 39 2 AU a 
= z(7—+ 3) +-8=— x:10+8—10:x24+8 
b— 4r 4-62 1224706412102 -F 16 


Se observă că b este mai mare cu'8 decît a. 


V.81. Dacă x este par se poate scrie x = 2k Și atunci factorul lui y, 
3z + 2 devine 3: 2k +2 = 2(3k + 1) deci număr par și deci şi y este 
număr par. Dacă x este impar se poate scrie x = 2k + 1 și atunci facto- 
rul lui y, x+ 3 devine 2k + 1 +3 = 2k + 4 = 2(k + 2) deci număr par 
şi. deci și y este număr par. 


V.82. a) Prima egalitate devine a(b -+ c) = c(b + c). Deoarece b -+ c= 
= 15, obținem a: 15 = b-15 care ne conduce la a = c. b) Cu relația găsită, 
obținem c- 2b + c = 2c 4+ 2b = 2(b + c) = 2.15 = 30. c) Deoarece 
a =c avem (02 — b?) (b? — c?) (c? — c2) = 0. 


V.83. a) Avem: 


7:3” + 2. 3 = 31. (7 + 2) = 31.9 = 3n. 82 — 3n+2 : 
b) 7-5" — 2.57 = 5n(7 — 2) = 5n.5:e= BaH, 


V.84. 32nti— 32n.3—(32".3—9".3=—3a; 
Qin — 32 2n — (3227 = 92n — (97)? = g. 


V.85. a) Al 6-lea termen este 16:17:18:19:20:21. 

b) Dacă a are un singur termen, avem a= 1 care este pătratul 
lui 1. Se observă că a se scrie astfel 14+2:(34+2:5:64+7-4-9:104-...) 
deci a este un număr impar. S-a putut da factor comun numărul 2, 
pentru că din două numere naturale consecutive unul este par și se 
constată că această proprietate este îndeplinită de toţi termenii începînd 
cu locul doi. Toţi termeni începînd cu locul trei conțin ca factor pe 10 
sau divizorii proprii ai lui 10. Se poate spune că suma acestor termeni 
are ca cifră a unităţilor cifra zero. Suma 1-4 2-3 are ca cifră a unită- 
ților pe 7. Numărul a are cifra unităţilor, cifra 7. Cum a este impar, un 
pătrat impar are cifra unităţilor doar 1, 5 şi 9. Deci dacă a are numărul 
termenilor mai mare ca 1, nu este pătrat. 


V.86. Se observă că d= 8 şi vom avea: 2abc8 -+ abc83 = 83 781. 
Găsim că c = 9 şi avem egalitatea : 2ab98 -+ ab983 = 83781. 
Asemănător, obținem : b = 7 și a = 5. Deci numărul este 257 983. 


V.87. Avem de rezolvat exercițiul TY — yr = 45. Se constată că xr 0 
şi y0 și în plus xœ>ıy. Începînd cu cifra zecilor, observăm că avem 
următoarele situații: x = 6 şi y =1, xr=—7 şi y =2, r =8 şi y = 3, 
x= 9 şi y = 4. Deci numerele: 61, 72, 83 şi 94. 
V.88. a) 3:(14+2):44+1—37; 

b) 3:14-2:(44+1)—13; 

c) 3:(14+2:4)4+1—28; 

d) 3-(14+2:44+1)=—30; 

(3:1+2)-(44+1)=—25; 

(3:1)4+ (2-4) + 1 = 12. 
V.89. Avem: (10 — 1)-(100 — 1). (1 000 — 1) = 368.11 -111 ; 

9.99.999 = 36-11-111 ; 9- (9-11): (9-111) = 36-11-111 ; 

93-11-111 = 36-11-111 ; (33-11-111 = 36-11-111. 

Rezultă că propoziția este adevărată. : 


V.90. Trebuie să aflăm numerele naturale de forma abcd și abdc, ce? 
mare fiind, anul naşterii, abcd. Condiția c) permite să scriem egalitatea 
cd — dc = 9. Aceasta înseamnă că diferența dintre cifrele zecilor este 1, 
adică c— d= 1. Deci avem perechile: c= 9, d=8; c=8, d=1; 
c= 7, d=6; c= 6, d=5; c=5, d=4; c=4, d=3; c=3, d=2; 
c=2, d=1; c=1, d=0. 

Rezultă că problema nu are o singură soluție. Avem deci anii de 
naştere, una din perechile : 1998, 1989 ; 1987, 1978 ; 1976, 1967 ; 1965, 
1956 ; 1954, 1945 ; 1943, 1934; 1932, 1923 ; 1921, 1912 ; 1910, 1901.. 


V.91. {3[4(5£ +1)—3]—2}=2:2; 345z +1) —3]=1+2; 
4(5z + 1)— 3 =1 ; 45x + 1)=4; 5r+41=1; 5r=0; r=0. 
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V.92. {2-[14 + (5 + x) : 6) —5}:9=3 ; 2:[14+(5-+2):6]—5=—27; 
2- [14 + (5 + x) : 6] = 32; 14+ (5+ x):6=16; 
(564+x):6—2; 54+-x=12; r=7. 

V.93. 3-{16 + 5- [272 — 6-(x— 3-32)]} +1 = 1 985— 1 
3- {16 + 5- [729 — 6- (x — 96)]) = 1 983 
16 + 5- [729 — 6- (x — 96)] = 1 983 : 3 
5- [729 — 6(x — 96)] = 661 — 16 
729 — 6- (x — 96) = 645 : 5 i 
6- (x — 96) = 729 — 129 ; 6- (x — 96) = 600 
x — 96 = 100 ; x = 196. d 


V.94. 9—9:3=[17—3:0]:xz; 9—3=17-x; 6=17 x; xeN. 
V.95. Avem: 2+2+3:y+6=—34; r+3y+8=34; 

x + 3y=— 26; x = 26 — 3y. Deci: 

y| 2 345678 

x |20 17 14 11852 


V.96. 32— 4+ 5r <63, 28+ 5r <63, 5x < 63 — 28, 
5 <35, xE {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. 


V.97. x— {57 — 4- [10 -+ (275.550) : (273.550]}.5 < 5 ; 
x— {57— 4: [10 + 23}-5 <5; r— {57 —4:14}5 <5; 
x — {57 — 56}-5 < 5; x—1:-5 <5; x< 10, 
deci x E€ (0, 1, 2, 3,...10}. 


V.98. 28; 91. 


V.99. În orice poziție va fi așezată una din cifrele date, numărul este 
divizibil cu 3 căci 14+24+3+6 este un număr divizibil cu 3. Deci 
avem : 1 236 ; 1263; 1326; 1362; 1623; 1632, 2136; 2163; 2316; 
2 361 ; 2613; 2631; 3126; 3162; 3216; 3261; 3612; 3621 ; 6123; 
6132; 6213 ; 6231; 6312; 632]. 


Numerele divizibile cu 6, sînt numai numerele pare dintre cele 
de mai sus. 


V.100. a) x€ (0, 5}; b) Trebuie să fie divizibile cu 2 şi cu 3. Cu 2 : 210, 
212, 214, 216, 218. 


Din acestea sînt divizibile cu 3: 210, 210; 
Deci x E€ (0, 6); c) x = 6. 


V.101. Se ştie ca dacă un număr e divizibil cu 15 atunci el este divizibil 
cu 5 şi cu 3. Deoarece numărul nostru este divizibil cu 5 înseamnă că 
y = 0 sau y = 5. Dacă y = 0, numărul are forma 41x780. Deoarece este 
divizibil cu trei avem că 20 + x este divizibil cu 3 deci x este 1, 4 sau 7 
şi avem numărul cel mai mic căutat: 411780. Dacă y =5 continuăm 
raționamentul asemănător și găsim numărul cel mai mare : 418785. 
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V.102. Dacă numărul este divizibil cu 15 atunci este divizibil cu 5 și cu 3. 
Din divizibilitatea cu 5 âvem 25a70 sau 25a75. Din divizibilitatea cu 3 
avem pentru 25a70, 2+54+74+0-+a adică 14 -+ a divizibil cu 3 deci 
a€ (1, 4, 7}, iar pentru 25075, 24+54+7+5-+a adică 19-+a deci 
a€ (2, 5, 81. Rezultă că: RE 


_1 417258 
a 000555 


O condiție suplimentară pentru soluție unică poate fi de exemplu, 
săfie impar și divizibil cu 9. 


V.183. a) Pentru ca 12y să fie divizibil cu 12 trebuie să fie număr par. 
Dintre numerele 120, 122, 124, 126, 128 sînt divizibile cu 4 numerele 120, 
124, î28. Divizibil cu 3 este numai 120 deci A = (120). Pentru ca lab 
să fie divizibil cu 15 trebuie să fie divizibil cu 5, deci avem 1a0 sau 1la5. 
Cazul 100 : pentru a fi divizibil cu 3, trebuie ca 1 -+a să fie unul din 
numerele 3, 6, 9 deci a este 2, 5 respectiv 8. Rezultă numerele 120, 150, 
180. Cazul 1a5 : pentru a fi divizibil cu 3, trebuie ca 6-a să fie unul 
din numerele : 6, 9, 12, 15 deci a este 0, 3, 6 respectiv 9. Rezultă nume- 
rele 105, 135, 165, 195. Avem B = (120, 150, 180, 105, 135, 165, 195). 
b AUB=B; ANB=—A; A—B=Ø; B— A= (150, 180, 105, 135, 
165, 195). 


V.104. Afirmația 6|10-+-az se poate traduce astfel: 6 este divizor al 
numărului 10 + x cu condiția x < 20. 6 este divizor al numerelor 12, 18, 
24, 30 etc. 


Deci : x€ (2, 8, 14, 20} = M 


V.105. Un număr este divizibil cu 15 cînd este divizibil cu 5 și cu 3. 


Divizibilitatea cu 5 conduce la b = 0 sau b = 5. Cazul b = 0, ne dă 5+ a 
divizibil cu 3 adică a = 1 sau a = 4 sau a= 7, deci x poate fi unul din 
numerele 2 130, 2430, 2730. Cazul b = 5, ne dă 10 -+a divizibil cu 3 
adică a = 2 sau a = 5 sau a = 8, deci x mai poate fi unul din numerele 
2 235, 2 535, 2 835. 


ue. Avem A= {2 130, 2 430, 2 730, 2 235, 2 535, 2835). 
Un număr este divizibil cu 18 cînd este divizibil cu 2 şi cu 9. 3. Divizi- 


divizibilitatea cu 9 la numerele y respectiv, 2 430, 2 232, 2 034 şi 2 934. 
2 736, 2 538. Aşadar B = {2 430, 2 232, 2 034, 2 934, 2 736, 2 538}. 

În final găsim: A NB = {2 430}; AUB={2 130, 2 430, 2 730, 
2 535, 2235, 2 835, 2 232, 2 034, 2 934, '2 136, 2 538 ; B—A=(2 232, 
2 034, 2 934, 2 736, 2 538) şi deci (A NB) —(A U B) = Ø, (A U B) N(B — 
— A4)= {2 232, 2 034, 2 934, 2 736, 2538) = B — A. 


V.106. Din rezolvarea „problemei precedente rezultă că avem numerele 
2 130 și 2 835. 


§2 


V.107. Fie numărul cerut de forma abc. Divizibilitateâ cu 18 se realizează 
cînd numărul este divizibil cu 2 și cu 9. Din divizibilitatea cu 2 rezultă 


— o o —— 


cazurile ab0, ab2, ab4, ab6, ab8. Din condițiile a) și b) avem numerele : 
210, 432, 654,.876, 234, 456, 578. Din acestea divizibile cu 9 avem: 234 
și 432. 


V.108. Din textul TE numărul este divizibil cu 18 deci cu 2 şi 
cu 9. Din divizibilitatea cu 2 înseamnă că y€ (0, 2, 4, 6, 8) vom avea 


numere de forma : 619x70, 619x72, 619x74, 619x76 şi 619x78. Pentru divi- 
zibilitatea cu 9 avem în fiecare caz: 9123+ z, 9|25 +x, 927+ zx, 
9|29+Įx şi 9|31 +Įx. Cel mai mare număr de forma cerută va fi cînd 
x este cel mai mare, fiind pe ordinul sutelor. Aceasta se obține în cazul 
9|27 +x pentru x= 9 şi obținem numărul 619 974. Cel mai mic număr 
cerut este în cazul 9|27+ x pentru x = 0 adică 619 074. 


Celelalte numere sînt : 619 470, 619 272, 619776 și 619 578. 


V.109. Condiţiile a) şi b) conduc la aflarea numerelor naturale de. forma 
a90b divizibile cu 18, adică cu 2 şi cu 9. Divizibilitatea cu 2 dă nume- 


aN sut 0 et a ia SP a 


rele 4900, a902, a904, a906, a908. Divizibilitatea cu 9 dă respectiv : 9 900, 
7 902. 5 904, 3 906, 1 908. 

. Condiţia d) se exclude pentru că toate sînt numere pare, deci mai 
mult decit trei. Condiţia..e) se exclude căci toate sînt mai mari decit 
1 000.. 

Ultima condiție impune aümereles 9 900, 5 904 și 1 908. 


V.110. Condiţia ca numărul să fie divizibil cu-36 este echivalentă .cu 
condiția ca numărul să fie divizibil cu 4 și 9. Dacă este cu 4 înseamnă 


că este par deci trebuie să găsim numere de forma abc, abc2, abc4, abcô; 
abc8. Deoarece c și d sînt consecutive rămîn numai cazurile abl2, ab3a, 


ab56, ab78. Divizibile cu 4 sînt.doar abl2 și ab56. Divizibilitatea cu 9 
ne conduce în primul caz la a+ b + 1 + 2 = 9 sau a+- b+ 1 +2 =18, 
adică la a+ b = 6 sau a- b= 15. Avem deci: a=1, b=5;'a = 2, 
b=4; a=3, b=3; a= 4, b=2; a= 5, b= 1 ;ża = 6, b.=.0 sau 
a= 6, b =9; a= 7, b=8; a= 8, v=7; a = 9 b =ô. | 
În al doilea caz, asemănător, alb j-sj-6 = 18.sau a+b+5+ 
+ 6 = 27, adică atbil sau PE R Avem deci: a= 1, b=6; 
a = 2, b=5; a=3,b=—4;a—4,b=3;a—=5,b=2; a=6,b=l; 
paie, b=0 sau a=7, b=9; a= 8, b=8; a= 9, bv: Rezultă 
A = {1 512, 2 412, 3312, 4212, 5112, 6012, 6912, 7812, 8712, 9612, 
6 156, 7 056, 7 956, 8 856, 9 756, 1 656, 2 556, 3 456, 4 356, 5 256). 


V. 111. Pentru: divizibilitatea cu 15 este nevoie de: divizibilitatea cu 5, 
deci '7a80 sau 7a85 și cu 3 „PENE: care avem A = {7 080, 7 360; 7 680, 
7 980, 7 185, 7 485, 7785} ` : 
Pentru divizibilitatea cu 40 este nevoje de_ divizibilitatea + cu 10 deci 
salii 7x80 şi de divizibilitatea cu 8 adică x80 divizibil cu 8. Obţinem 
B = {7 080, 7 280, 7.480, .7 680, 7880). AU B = {7 080, 7 380, 7 680. 7.980, 
7 185, 7 485, 7 785, 7 280, 7480, 7880); A N B = {T 080, 7 680} ; B— A= 
= {7 280, 7 480, 7 880}. 


53 


V.112. Notăm cu abc, numărul căutat. Folosind c) numărul are una din 


maron  — ——- ———— De i —— 


formule : 4b0, 5b1, 6b2, 7b3, 8b4, 9b5. Din a) rezultă că abc este par, 
deci avem una din formule : 400, 6b2, 8b4. Condiția b) impune ca numă- 
rul să nu fie divizibil cu 5, iar la împărţirea cu 5 să se obțină restul 2. 
Rămiîne să avem doar număr de forma 6b2. Conform cu a) trebuie să 


———— 


fie divizibil şi cu 11. Dintre numerele 6b2, este divizibil cu 11 doar 682. 


V.113. Faptul că numărul cerut este divizibil cu 45 conduce la divizibi- 
litatea lui cu 5 şi cu 9. Dacă e divizibil cu 5 atunci y = 0 sau y = 5. Cazul 
y = 0, conduce la forma 3x60. Dacă e divizibil cu 9 atunci 3+ x+ 6+ Ô 
este un număr divizibil cu 9, deci 9+ x e divizibil cu 9 şi deci x poate 
fi numai 9(x 0, căci y Æ 0). Avem numărul 3960. Cazul y =5 ne 
conduce la 3 465. 


V.114. Pentru a fi divizibil cu 45 trebuie să fie divizibil cu 5 (şi avem 
formele : 495a0 sau 495a5) şi cu 9. În primul caz trebuie ca 4+ 94+ 5+ 
+a 0 adică 18 + a să fie divizibil cu 9, deci a = 0 sau a = 9. Rezultă 
că numerele sînt 49 500 şi 49 590. În cazul al doilea trebuie ca 23 + a să 
fie divizibil cu 9, deci a = 4 şi avem numărul 49 545. 


V.115. Pentru ca numărul 4zxy să fie divizibil cu 45 trebuie să fie divi- 
zibil cu 5 şi cu 9. Divizibilitatea cu 5 ne conduce la cazurile : 4x0 sau 4x5. 
Pentru ca numărul să fie divizibil cu 9 trebuie să avem în cazul 4x0, 
4+z=9 unde x= 5. În cazul 4x5, trebuie să avem 4 -+- 5 -+ x = 9 sau 
4+5+2r= 18 adică, z = 0 sau x= 9. Deci avem: x =5 și y=0; 
t= 0 şi y=5; x=9 şi y =5. 


V.116. Scriem numărul astfel : 


N= (BH E 3) H 3 BH 32 39 aia H 3 H 
39) -+ ..-F 31980 (3 -+ 32 4 33) -+ 3183 (3 F 32- 3) = (3 + 32 + 
HDA FEER. ama po) 38 d H 3E 30 d. o, F Br) 


Constatăm că N se divide cu 39 = 3-13. Scriem numărul astfel: 


N = (3 3) + 32 (3 + 33) H... A 34 (3 + 33 +.. . + 3192 (3 + 33) + 
319 (3 + 33) = (3 F 33 (1 A 32 34.. H 31982 4 31984) = 
= 12- (1 + 32+ 34 +... + 319%), 


Constatăm că N se divide cu 12, deci cu 4. Deoarece N se divide cu 
4 şi 39 se divide cu 4-39 = 156. 


V.117. Constatăm din tabloul următor, că ultima cifră se repetă din 4 
în 4 adică 34, 38, 312, 316 au ultima cifră, cifra 1. Numărul dat se 
scrie 3% 496+2 — (319496. 32. Ultima cifră a lui 31 este 1. Tot cifra 1 va 
fi ultima cifră a numărului (3%):%. Ultima cifră a lui 3? este 9, deci ultima 
cifră a numărului dat este 9. 


puterea, 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 30 | git | 3£ |39 
ultima cifră 319 17 |1 [3 |s3 17 la |3 ls kz h la | ` 


V.118. Avem ca ultima cifră la numerele 3138, 41987 și 51%8 cifrele 9, 4 
şi respectiv 5. Deci ultima cifră a lui a va fi ultima cifră a numărului 
9+ 4- 5= 18 adică 8. 


V.119. Scriem numărul dat astfel: [n(n + 5)]3-n2. Întocmim un tabel 
în care scriem ultima cifră pe coloană, în fiecare caz: 


ultima cifră a numărului: 


n (n+5) l (n (n+5)]2 | n? | (n(n+5))3-n2 * . 


O © ÎI a BD V N m 
i w Lo =æ O © N0 
O A PP 2 e. >. 9 
O A h PP e. A Q 
m A O 0 9 9 pa m 
QCA OQOUOQOGOUOQOQO QA 


Deci în orice caz, pentru orice n, ultima cifră a lui nš(n + 3j 
este 6. 


V.120. a) Avem N = 3!6.72.24⁄.106. Deci 6 zerouri. 


b) 316 are ultima cifră 1, 722 are ultima cifră 9, iar 24 ultima cifră 6. 
Rezultă că ultima cifră diferită de zero a lui N este 4. 


V.123. Numărul n are ultima cifră (a unităților), cifra 3. Nu este un 
pătrat pentru că cifra unităților unui pătrat al unui număr natural 
poate fi doar : 0, 1, 4, 9, 5 sau 6. 


V.122. Ultima cifră a numărului 1 986!9%%6 este 6, a numărului 1 9871937 
este 3, iar a numărului 1 988158 este 6. Ultima cifră a lui N este ultima 
cifră a numărului 6 +- 3+ 6=15 deci N are ultima cifră 5 și este 
divizibil cu 5. , 


V.123. Cifra unităților a numărului 9! este 1, iar a lui 7£ este tot 1. 
Cifra unităților a numărului A este zero, deci A este divizibil cu 10. 


V.124. Orice putere de exponent număr natural, a unui număr natural 
cu ultima cifră (cifra unităților) 3, are ultima cifră una din cifrele 1, 3, 
9, 7. Acestea repetîndu-se din patru în patru, pentru exponenți conse- 
cutivi. Cum exponentul 1 986 este multiplu de patru plus doi, înseamnă 
că ultima cifră a lui 1 983196 este cifra 9. Asemănător, observăm că 
ultima cifră a lui 1 9841%6 este 4, iar numărul 1 98519% are ultima cifră 5. 


Ultima. cifră (cifra unităţilor) a numărului N se obține adunînd ultimele 
cifre ale celor trei numere și se găsește că ea este zero, deci N este 
divizibi) cu 10, deci N? este divizibil cu 100. 
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V.125. -a = (1-9)n 4 '7n.7. 321 -3 — (3: 7)". 37. 92 == 
= 7n-9n 4 77.320. 7.3 — 37:77. 31. 82 = 
= 7’. "32n 4 7”. 32n.7.3 — 32n. 77. 32 = 
= 77. 32n(1 + 7.3 — 9) = 7”. 321.13 

V.126. a = 52n. 53.97.92 -4 32n. 3.25.25 = 
= 52n. 53. 32n. 34 -+ 327. . 3-520. 52 = 
= 52n. 327(53. 34 3. 52) = 
= 52r. 327.3. 525.33 + J= 
= 52n+2. 32n+1. 136 =— 527+2.32n+1.8.17. 


V.127. a = 15” -15 + 31.3 -+ 5-37-32? = 
= (3-5)”-15 + 37-3 + 5-3"- 3? = 
= 3n(5n.15 + 3 + 32.5) = 
= 37+. (57+1 + 1 + 15) = 3”+1.(57+1 + 16). 
Pentru n > 2 avem 3 factor, deci a se divide cu 27. 


V.128. Arătăm că E trebuie să fie divizibil cu 2 și cu 9. E este o sumă 
de doi termeni pari: 1 988 şi 2".5" care are pentru n £0 factorul 2. 
Scriem E astfel E = (2-5)n + 1 988 = 10" + 1 988 = 1 000 ... 0 4+ 1988 di- 
vizibil cu 9, deci E se divide şi cu 9. a 
V.129. a) Numărul 101556 are 1 986 de zerouri. Dacă se face scăderea 
1096 — 1 obținem p= 999...99 care are 1 986 cifre de 9. Deci, suma 
lor este 1 986-9. 

b) Demonstrăm că numărul k este divizibil cu 4. Avem că 10" se 
scrie astfel : 100... 000 adică unu urmat de n zerouri. Se observă-că 
putem „scrie : k=1 000. : 0044 deci este divizibil cu 4. Constaţăm că 
suma cifrelor lui k este i ÎS JE E . +0 +0 +444=9. 

Rezultă că numărul k este divizibil şi cu 9 deci cu 4-9 = 36 


v. 130. Numărul a se scrie, succesiv : 
a= 92n. 9.32n.5n. 5 an. „g2n. ri aa 
= 32n. 5n(4n.2.5 + 4”) = 
apma 327.57.4n(2.5 + 1) = 11 -97-4.47—1.5- 50-1 =, 
= 11 -4.5-9. 99—14. 4—1. 57—41. . ea 
Numărul 1 980 se scrie 1 980 = 22. 32.5.11 = 11:4.5:9: Se constată 
că a are toți factorii lui 1 980, deci a se divide cu 1980. ` 


V.131. Avem zyz — zyx = 396. Numărul ca să fie divizibil cu ă:trebuie 
să fie par, deci zE (2; 4; 6;:8), z0 căci nu ar mai fi de:3 cifre 
zyz. Cazul z=2: PMC pp ad 396 adică x = 6, deci numărul este de 
formă 6y2. Divizibile cu patru sînt 612; :632; 652; 672 ; 692. Cazul 
z.= 4. ne. conduce la -xy4 — 4yr = 396, adică pery deci numășul este 


de forma 8ya. Divizibile cu 4 sînt: 804 ; 824 ; 844; 864; 884, Celelalte 
cazuri, z= 6, z= 8 nu verifică | condiţiile problemei. Pentru divizibili- 
tatea cu 9 avem pentru z=— 1, xyl —1yx = 396, adică x = 5, deci numă- 
rul este de forma 5yl şi deci y = 3, care conduce la 531. Pentru-2.——=2, 
obținem 812 ; pentru z = 3 obținem 783 ;.pentru z= 4 avem 864. pen- 
. tru z = 5 avem 945. Dacă z = 6'obținem x= 0, diferit de 3 -cifre.etc- 
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Rezultă : 612; 632; 652; 672; 692; 804; 824; 844, 864; 884; 
531 ; 945, 183. 


V.132. a) Dacă pEN, avem p?EN, 3p? EN (1). 


Dacă kEN, avem: 12k EN. (2). Din (1) şi (2) obţinem că 3p-+ 
+ 12k EN, deci A EN. 


b) Scriem A = 3(p? + 4k). c) Deoarece 4 este divizorul lui 12 
înseamnă că 4 |12k. Pentru ca 4 să-l dividă pe' A trebuie ca:4 să-l dividă 
și pe.3p-, adică pe p?, deci p trebuie să fie număr natural par. 


V.133. Dacă numărul e divizibil cu 30 atunci este divizibil și cu 10; 

deci avem abc0. Condiţia ultimă devine c — b = a = 3 sau b.— c = 4 = 3, 

adică 3bc0 cu c— b=3 sau b— c= 3, cazul c— b = 3, adică c= 
= 34+ b. Pentru divizibilitatea cu 3 avem b+ c€ (3; 6; 9; 12; 15;. 
18; 21; ...}= A, adică b+- 3+ b€ A, adică 2b+ 3€ A. Se găsesc: 
3 030, 3 360, 3690. Cazul b — c = 3, adică b = .3 -+ c. Pentru divizibili- 
tatea cu 3 avem b+ c€ A, adică 3+ e+ c E A, adică 3+ 2c € A. Se 
găsesc 3300, 3 630, 3 960. l dă 


V.134. 2772 = 22.32.7.11. Cel mai mic număr, cerut, este 7:11 și vom 
avea 22. 32.172.112. 


V.135. Numărul dat se scrie _succesiv : abcabe = abc-1 000 + abc = 
= abc(1 000 + 1) = abc: 1.001 = abc :7-11-13. „Pentru ca numărul. x să 
aibă cel mai mic număr de divizori trebuie ca abc să fie. prim. 


V.136. Scriem numărul dat: i = ababab = ab: 10'000 + ab- 100.+ ab = 
= ab(10 000 + 100 + 1) = ab-10 101 = ab-3:7:13-37. Cel mai mic număr 
cu cel mai mic număr de divizori este dat de ab număr prim. 


V.137. a) Singurul număr natural n Æ 2'care admite ` 'ca divizori pe 1; n 
şi pe 2 este’ 4. 


b) n+3=n4+1+ 2. Deci avem rezultatul de la punctul aj, n = 4. 


V.138. a = [22.5 . (52200. 2100. (2-5)2] : (2100. 5400. 53.2) = 
= (22. 5.5400. 2100. 23. 53) : (2101. 5403) = 
== (2105. 8404) ; (2101. 5403) — 24.5 = 80; 
b = 6 + 2-[(3:25 — 4-18 : 9 E 33) : 4] = 
= 6 + 2- [(15.— 72 : 9 +33) : 4 =6 4+ 2- [5—8 + 33): 4] =à. 
= 6:-+ 2- [100 : 4] = 6 + 2. 25 = 6 + 50 = 56 = 23:17; 
Avem c.m.m.d.c..care este 23= 8 și c.m.m.m-e. care este 2%.5- 
=:560. 


V. 139. Fie a = 6a,, b = : 6b; şi c= 6c, unde a, bi, Cy sînt numere natu- 
rale prime între ele. sii 

Conform. datelor probiemei obţinem 6a, : 6b; : ae ai 12 096. Sau. m: 
"bi: cı = 56 = 2-2-2-7. -7 


aZ 


G b, Ci a b C 
1 _|__2 __|_28_ | deci numerele sînt : 6 12__|_168 
1 4 14 6 24 84 
1 8 7 6 84 42 


Mai căutați și alte triplete. 

W.140. Deoarece cel mai mare divizor comun al celor două numere, pe 
«care le notăm cu a și b, este 5 putem scrie: a = 5-a şi b = 5-b, unde 
"a, şi bı sînt numere naturale prime între ele. l 

Conform textului avem : a -+ b = 40, adică 5a; 4+ 5b; = 40, care se 
;mai scrie 5(a + bi) = 40 sau ų + b; = 8. 

Această relație permite să găsim au și bą numere naturale şi prime 
între ele: q = 1 şi bb = 7, sau ų = 3 şi b = 5. Deci numerele cerute 
sînt: a = 5 şi b = 35 sau a= 15 şi b = 25. 

WV.141. Aplicăm teorema împărțirii cu rest. Notăm cu a numărul la care 
:se împart cele trei numere iar cu b, c şi respectiv d, cîturile. 

Avem : 1 234 =ab + 13; 6532 =ac +7; 1817 =ad +2. 

Aceste relații se mai scriu: 1243— 13 =ab; 6532 — 7 =ac; 
1 817 — 2 = ad, adică: 1 230 = ab ; 6 525 = ac ; 1815 = ad. Constatăm 
«că a este un divizor comun al numerelor 1 230, 6 525 și 1 815, mai mare 
«decit 13 care este restul cel mai mare dintre cele date. 

Calculăm cel mai mare divizor comun al acestor numere. Acesta 
«este 15, care este și împărțitorul cerut. 

"V.142. Avem 1 944 = a:b ; 1 986 =a-c + 6 şi 2000 =a-d +2. 

Acestea se mai scriu 1944 =a-b, 1986—6=—a:c şi 2000— 
-— 2 = a-d. Înseamnă că a este un divizor comun al numerelor 1 944, 
1 980 și 1 998. Cel mai mare divizor comun al lor este 18. Deoarece a 
«este împărțitor trebuie să avem a>. 6 (din teorema împărțirii cu rest). 
.Deci a >.6 este un divizor al lui 18 adică a = 9 sau a = 18. 
'V.143. Folosind teorema împărțirii cu rest, rezultă că numărul la care 
„au fost împărţite trebuie să fie mai mare ca 42. Acest număr este un 
divizor comun al numerelor 2 435 — 35 ; 342 — 42 ; 4 527 — 27 adică al 
numerelor 2 400 ; 300 ; 4 500, deci un divizor al celui mai mare divizor 
«comun al lor. 

C.m.m.d.c. = 300. Soluţia : (300, 150, 100, 75, 60, 50). 


'V.144. Notăm abc numărul de pionieri din unitate şi cu r restul. Conform 
teoremei împărțirii cu rest avem abc = 20-4 +r, abc =50:m-+r, şi 
abc = 70:n3+ r unde m, m, na reprezintă numărul de rînduri în fiecare 
caz iar r < 20. Cele trei egalităţi se mai scriu : abc — r = 20: m, abc — 
-—7 = 0 -n şi abc —r = 170-ng. Acestea comunică faptul că numărul 
«abc — r este multiplu comun de 20, 50, 70 adică multiplu de cel mai 
mic multiplu comun al numerelor 20, 50 şi 70 care este 700. abc este mai 


„mare decît 700 şi mai mic ca 1000. Deci abc = 700 +r cu r< 20 şi 
m >O. 
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plus unu şi mul- 


V.145. Numărul este un multiplu comun de 2, 6 
6 este 60. Numărul 


3 
tiplu de 7. Cel mai mic multiplu comun de 2, 3, 
căutat este 60.5 +1 = 301. 


V.146. Numărul de elevi este multiplu comun de 2, 3, 4, 5, plus unu și 
multiplu de 7 adică 60:54 1 = 301, care este mai mic ca 500. 


V.141î. Problema se poate enunța parţial astfel: numărul este multiplu 
de 7 plus 6 și multiplu de 6 plus 5 şi multiplu de 5 plus 4 și multiplu 
de 4 plus 3. Aceasta, mai comod, se poate enunța și astfel : numărul este 
multiplu de 7 minus 1, multiplu de 6 minus 1, multiplu de 5 minus 1 
şi multiplu de 4 minus 1. Deci din multiplu comun de 7, 6, 5 şi 4 sca- 
dem 1. Numărul este 420 — 1 = 419. 


V.148. Timpul de întîlnire este reprezentat, în ore, printr-un număr care 
este multiplu comun al numerelor 5 şi 6. Deoarece se cere prima întil- 
nire, aceasta se realizează după cel mai mic multiplu comun al nume- 
relor 5 şi 6, adică 30. 


4,5 
4, 5, 


` 


V.149. Din b) avem că numărul abc este număr par, deci avem situația 
că c€ (0, 2, 4, 6, 8). Condiţia a) ne dă că b € {1, 5, 9, 13, 17) din care 
numai 1, 5, 9 reprezintă cifre. Avem, respectiv: al0, a52, a94. Din 
acestea numai a52 este divizibil cu 4 (ca să fie și cu 12). Pentru divizi- 
bilitatea cu 3 trebuie să avem a -++ 5-4} 2 multiplu de 3. În cazul nostru 
sînt posibile a + 7 = 9, a+ 7 = 12, a -+ 7 = 15 adică a = 2, a = 5, a = 
= 8. Din acestea verifică c) numai a = 2 și a = 5. În concluzie numerele 
sint 252 și 552. 


V.150. a = 2 — 1 = 1, nu este număr prim; b = 6 — 1 = 5, este număr 
prim ; ec = 30 — 1 = 29, este număr prim; d = 30:7 — 1 = 210 — 1 = 
= 209 = 11:19 nu este număr prim. 


V.151. Fie a, b, c cifrele numărului cerut, indiferent de ordine. Avem 
a-b:c= 14. Cum a, b, c sînt cifre înseamnă că ele sînt reprezentate de 
divizorii naturali, de o singură cifră, ai lui 14, adică 1, 2, 7. Avem astfel 
situațiile 127, 172, 217, 271, 712, 721. Din aceste numere sînt prime 
numai : 127 şi 271. 


V.152. Afirmația este falsă, căci pentru n = 10, avem 10 (10 + 3) + 13 = 
= 10-13 + 13 = 13 (10 + 1) = 13:11 care numai este număr prim. Şi 
pentru n = 9 este falsă. i 


Y.153. 
l 
1985 
DER RE a, dt 


Fig. V.153. 


Numărul cel mic este (1985 — 1) : 2 = 992 iar cel mai mare este 
993. Se verifică faptul că sînt neprime. 


V.154. Numărul prim trebuie să fie par care adunat cu al doilea, impar, 
să dea număr natural impar, 24 735. Deci 2 şi 24 733. 


V.155. Numărul prim trebuie să fie par. Singurul număr prim şi par 
este dai. Deci numerele sînt 1 002 şi 2. 


V.156. Vom arăta că singurul număr natural prim de două cifre identice 
este 11: Presupunem (prin absurd) 'că ar exista numărul aa prim. Acest 


număr se scrie: aa = 10a +a = 11a. El este prim îm) dacă a = 1. 
Deci numerele cerute sînt 11 și 2425; b) 2 425 = 52:97; c) M = {5, 
97}. d = 97 este număr prim pentru că împărțind pe 97 3 fiecare: număr 
prim mai mic decît 11, nu obținem restul zero. 


V.157. A doua relație se mai scrie a = 6 + b. Cu aceasta, prima relaţie 
devine succesiv: 6 + b 4+ b — c = 1 986, 6 + 2b — c = 1986, 2b — c = 
= 1 986 — 6, 2b — c = 1 980, 2b = 1 980 + c. Constatăm că 2b este -un 
număr par deci și 1 980-}c este un număr par. Cum 1 980 este un 
număr par rezultă că şi c trebuie să fie număr par. Din problemă, cœ 
este număr prim. Singurul număr prim par este 2, deci c= 2. Cu 
acesta, găsim că 2b = 1 980 + 2 adică b = 991 care este număr prim. 
(Verificaţi !), iar a = 6 -+ 991 = 997. 


V.158. Numărul 82 este par deci a+ 10b 4+ 12c este par. Deoarece 10b 
şi 12c sînt numere pare rezultă că și a este par. Cum trebuie să fie și 
prim, obținem că a= 2. Deci 2+ (10b + 12c) = 82, adică 10 b +:12c = 
= 80. Observăm că 10b este divizibil cu 5. Dar și 80 adică 10b -p 12c 
este divizibil cu 5 rezultă că şi 12c este divizibil cu 5. Cum 12c < 80 
avem că c= 5. Deci 10b -+ 12-5 = 80, adică 10b = 80 — 60, 10b = 20. 
b = 2. Răspunsul este a = 2, b = 2, c =5. 


V.159. Se ştie că orice număr prim, diferit de numărul 2, este un număr 
impar. Suma de un număr par de numere impare este un număr par 
deci nu poate fi prim. Înseamnă că printre cele 6 numere prime (număr 
par) trebuie să fie un număr par. Numerele sînt 2, 3, 5, 7, 11 şi 13. Suma 
lor este 41 care este număr prim. Altă combinaţie de 6 numere prime 
care să-l conţină pe 2 nu îndeplinește condiţia că să fie şi consecutive. 


V.160. Conform datelor problemei avem egalităţile : (x + 1)-y -z = xyz + 
+ 30 şi x- (y — 1)-z = xyz — 20. 

Atît din scrierea (x + 1) yz cît și din scrierea x (y — 1) z constatăm 
că z este divizor comun al numerelor (x + 1y yz și z (y — 1) z adică al 
egalelor lor xyz + 30 şi respectiv xyz — 20. Aceasta înseamnă că z fiind. 
divizor al sumei xyz + 30 şi al termenului xyz, este divizor şi al terme- 
nului 30. Asemănător, găsim că z este divizor şi al lui 20. Deci cum din 
problema z este prim, obținem că z este divizor comun, prim, al numere- 
lor 30 şi 20. Rezultă că z € (2, 5}. Cazul z = 2 ne dă o formă mai comodă 
pentru cele două relații: (x + 1) y = xy + 15 şi x(y— 1) = xy — 10. 
Prima din aceste relații devine xy -} y =xy + 15 din care constatăm că. 
y = 15 iar x este orice număr natural. Cu y = 15, a doua relație devine 
x:14 = x:15 — 10. De aici observăm că x este divizor al lui 10. Dintre 
divizorii lui 10 verifică egalitatea numai x = 10. Deci o soluție a proble- 
mei este : x = 10, y = 15. şi z = 2. Cazul z = 5, analizat asemănător ca. 
mai sus ne dă t= 4 şi y =6. NS e 
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V.161. Numărul prim cu cifrele egale în condiţiile problemei nu poate 


avea trei cifre, căci dacă ar fi aşa el ar fi de forma aaa = 1001 + 10a +- 
+a= a (100 +10 +1)=a-111 =a:3:37 şi nu ar mai fi pri. El este 
de două cifre, de forma aa = 10a + a = 11-a. Poate fi prim numai dacă 
a = 1, deci numărul este 11. Suma celorlalte patru. numere prime, dife- 
rite, este 226 — 11 = 215. Două numere prime diferite unul răsturnatul 
celuilalt, de două cifre, sînt perechile : 13 cu 31 ; 17 cu 71; 37 cu 73; 79 
cu 97 care adunate dau respectiv 44, 88, 110, 176. Scăzînd. suma acestor 
două numere obținem suma ultimelor două numere care este respectiv 
171, 127, 105, 39. Nu există două numere prime care adunate să dea 
în sumă 171 sau 127, deoarece orice număr prim cu excepţia lui 2 este 
un număr impar ; adunind două numere prime impare obținem un număr 
par şi deci nici 171 şi nici 127. Se exclude și cazul lui 2 căci 171 — 2 = 
= 169 sau 127 — 2 = 125 nu sînt numere prime. Rămiîne să se analizeze, 
la fel situația cînd avem 105 sau 39 la care obținem respectiv 2 și 103 
sau h, şi 37. Deci avem două soluţii: (11, 37, 73, 2, ut sau (11, 97, 79, 
2, 37 


V.162. Pentru a fi prime între ele trebuie să nu aibă divizor comun. 


Divizorii lui 12 sînt :.1, 2, 3, 4, 6, 12. Rezultă că 25x să nu fie număr 
par şi divizibil cu 3. Numerele impare de forma respectivă sînt: 251, 
253, 255, 257, 259. Din acestea nedivizibile cu 3 sînt 251, 253, 257, 259. 
Așadar x € {1, 3, 7, 9). 
V.163. Avem 2 310=—2.5-3-7.11. Deci numărul 179x nu trebuie să fie 
par. Avem unul din următoarele numere : 1 791, 1 793, 1 795, 1 797, 1 799. 
Excludem pe cele divizibile cu 3. Rămiîn 1 793, 1 975 şi 1 799. Excludem pe 
cel divizibil cu 5. Rămiîn 1 973 şi 1 799. Amindouă sînt divizibile cu 7. 
Deci nu există x astfel încît 179x și 2 310 să fie prime între ele. 
V.164. Deoarece 2r = p + q şi p+ q+r= 2i avem 3r = 21 deci r=7. 
Cu acesta p + q = 14. Din problemă q = 6p iar precedenta egalitate ne 
dă 7p = 14, adică p = 2, și deci q = 12. Calculăm acum 

t = {20.23 —2 [200 + (27. 52. 32) : (32. 26.5)]} : 10 = {460 — 2 [200 -+ 

+ 10]) :10 = {460 — 2-210} : 10 = {460 — 420} : 10 = 4. 
Pentru calculul lui A și B avem exercițiul V.105. rezolvat la pag. 52: 

== {2 130, 2430, 2730, 2 235, 2 535, 2 835). B = (2 430, 2 232, 2 034, 

3 934, 2 736, 2 538}. 
Apoi C = {2, 12, 7, 10}, D=41,2 4, 7}. E = {2, 12, 7, 10, 2130, 

2 430, 2 730, 2235, 2 535, 2835}. F = (2 430, 2 232, 2034, 2 934, 2 136; 
2 538, 1, 2, 4, 7). E NF= {2, 7, 2430). E NF—(E U F) = Ø. 
EU F— (F — — E) =E.. TET ai, 
V.165. Notăm cu zx, y, z cele trei numere și facem enere x <y <z. 


ID ——— FF IL y -54 
| e LE ta | 


Fig. V.165. 
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Faptul că unul din ele, în cazul nostru y, este media aritmetică a celor- 
lalte îl putem reprezenta astfel : 

Observăm că y = 54 : 3 = 18. Rezultă că x- z= 54 — 18 = 36 şi 
că x şi z sînt divizibile cu 6. Avem x = 6 și z = 30 sau x = 12 şi z = 24. 


V.166. Numerele naturale de trei cifre, a, b şi c sînt: abc, acb, bac, bca, 
cba, cab. Calculăm suma : 
abc + acb -+ bca +- bac +- cab + cba = 100a + 10b + c + 100a + 
+ 10c + b + 100b + 10a + c + 100b + 10c + a + 100c + 10a + 
+ b+ 100c + 10b + a = 222a + 222b + 222c = 222 (a + b + 0) 
Rezultă că suma cerută este divizibilă cu a + b + c. 


V.167. Vezi problema precedentă. 


V.168. Fie a, a+ 1, a+ 2 cifrele sale. Numărul poate fi: 
a(a+ 1)(a+ 2)=100a + 10 (a+ 1)+a+2= 100a- 10a +10 + 
+a-+4+ 2= 111a 4+ 12 = 3 (37a + 4), 
deci se divide cu 3. Numărul mai poate fi scris cu cifre consecutive şi 
astfel : 
(a4 2)(a+1)a = 100 (a+ 2)+ 10 (a+ 1)+ a= 100a + 200 + 
+ 10a + 10 + a = 111a + 210 = 3 (37a + 70), 
deci se divide cu 3. 


V.169. Scriem numărul cerut astfel : x = 10.-n -+ u, nEN iar u este cifra 
unităților lui x. Avem conform textului: 10-n + u = Tu adică 10:n = 
= Tu — u adică 10n = 6u. 

Aceasta se mai scrie 5n = 3u. Se constată că u trebuie să fie divi- 
zibil cu 5. Cum u joacă rol de cifră avem u €E (0, 5}. Pentru u = 0 avem 
n = 0 deci x = 0. 

Pentru u = 5 avem 5n = 15, n = 3 deci x = 35. 


V.170. Se observă că z|(5-+ x) şi că z|z ; rezultă că z|5. Asemănător, 
z | 12 şi deasemenea zx |15. Din z|5 avem că x€ (1, 5). Din z|12 avem 
că zE (1, 2, 3, 4, 6, 12). Din z|15 avem că z €{1, 3, 5, 15). Găsim 
A= (1, 2, 3,4, 5, 6, 12, 15). 


V.171. Din problemă, mEN șin EN rezultă că m2EN şi n+1€EN. 
Avem deci, m? şi n+ 1 divizori naturali ai lui 800 = 25.52. Pentru m? 
avem : 1, 22, 24, 52, 22.52, 24-52 iar pentru n+1 avem respectiv : 25-52, 
23.52, 2:52, 25, 23, 2 adică perechile (m, n) : (1, 799), (2, 199), (4, 49), (5, 31), 
(10, 7), (20, 1). 


V.172. Avem : a?:-c — 1 = 12, adică a?-c = 13. Constatăm că c este divi- 
zor natural al lui 13. Deci avem c = 1 sau c = 13. Cazul, c = 1, a? = 13, 
deci a = 13 şi b= 1. Cazul, c= 13 avem a? = 1. În această situație 
avem a= 1 şi bEN sau a EN* și b=1. ` ` 
V.173. Fie x, y, z cele trei numere. Conform textului problemei, y = 3x 
şi z = 2- y = 2- 3x = 6x. 

P = z -y-z = x- 3x- 6x = 18x iar S =z 4 y +z= 
= x + 3x + 6x = 10z. 
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Știm, din problemă, că S divide pe P, adică 10x divide pe 18x%. 

Aceasta înseamnă că divizorii lui 10 adică 2 și 5 divid pe 18%. 

Obligatoriu trebuie ca 5 să dividă pe x? care este număr natural.. 

Deci 5 | x, ceeace înseamnă că x este multiplu de 5, diferit de zero.. 
Rezultă că S = 10x este multiplu de 50. 


2 5 
V.174. Pentru ca fracțiile să fie echivalente trebuie să avem ae Vi 
adică 2-3 = 5-a. Nu există a €N, astfel încît 5-a = 6. 
V.175. Avem : 15 <2.n, 12n < 105, nEN. 


Inecuaţia 12n. < 105, nEN are ca soluții n € {0; 1; 2;3;4;5;: 
6; 7; 8). Din acestea, verifică inecuația 15 < 2-n, doar pentru n = 8. 


V.176. Condiția impusă se mai scrie : 3n? < 40 şi 20 < 3n?. Din prima 
inegalitate avem numerele naturale 1, 2, 3. A doua inegalitate este veri- 
ficată doar de n = 3. 
V.177. a) 23-106 + 23-104 + 23-10? +23 _ 23-(106 + 10% -4+ 102 + 1) __2% 
82.106 32-104 + 32-1024+ 32 32-(106-+ 10 +10 +1) 32: 
el TAPIT ae 
41 +2+3+... +5) 4 


V.178. 
6+8—3_ 8415—10 11 _ 13 _55—39 ___16___ 4 
3-4 5-4 3-4 5-4 3.4.5 3.4.5 15 
V.179. 
1 11 86 1 11-66] [1 11 2411 
P a a 
—p..92% g8 8:80 __2:8_16 
12-7 37 37 7 W ai 
V.180. Avem după ce efectuăm adunările și scăderile : 
1 AAA y sau—r=—-y 
24 8 8 8 
Aceasta înseamnă că x = y. Împreună cu propoziţia b) rezultă că: găsim 
z=y=}. 
É 2 
V.181. 
60 — 30 + 20 —15 +12 _,. 240 — 60 — 40 + 24 + 15 : 
60 $ 120 
47179 47.179, 47 120 94. 
60 120 “60 '120' 60 19) 179 
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182. 
: 1 + 69-[16:3— 632 : 230 : 330 + 75]} = 


3 
Pma 
to 


J18 425+ 69- [8— e 32L. a 7 5|}= 


930 


ED ie 


932. 332 5 
= 3-(48+ 69-10 — aaa 7 J- 


= = 3- {43 + 69- [48 — 36 + 75]) = 3- {43 + 69-87) = 18 138. 


'V.183. 
7 2 
47-3 (se) 3] 22 _ 9.4 
8 3 4 5] 35 2 11 i 
z 4 9 2 
[20 m 141 — 99 el, T E Spa 02. 22 2 
(3 4 5 8 35° 4 8 35 5 
3 1 33.5 599 
—r = ?2 a . Done 


Re ; 
3 10-12 18 


"V.184. Vom căuta numerele naturale de forma 9y7x care nu sînt divizibile 
-cu divizori primi ai numărului 24. Acești divizori sînt 2 şi 3. Numerele 
de forma 9y7x care nu sînt divizibile cu 2 au forma 9y71, 9y73, 9y75, 
-9y177 şi 9y79. Pentru ca aceste numere să nu fie'divizibile cu 3 trebuie 
-ca să nu fie divizibile cu 3 respectiv următoarele numere : 9+74+14+y, 
19+y, 21 +y, 23+ y şi TR 

S ui ;3;5;6;8;9),y€(0;1;3;4;6: 
7; 9), yE{1; 2; 4; 5; 7 : i y È{0; 2; 3; 5; 6; 8; 9) şi 
y€E(0; 1; 3; 4;6;7; 9). În concluzie numărătorii fracțiilor ireduc- 
“tibile cerute sînt: 9 071, 9271, 9 371, 9571, 9671, 9871, 9971, 9073, 
'9 173, 9 373, 9473, 9673, 9773, 9973, 9175, 92175, 9475, 95175, 91715, 
'9 875, 9 077, 9 277, 9 377, 9577, 9677, 9877, 9977, 9079, 9179, 9 379, 
'9 479, 9 679, 9 779, 9 979. > 


"V.185. a) Scriem  TYZTYZ = = xyz- 1000 + zyz 00 + xyz = xyz ryz -+ (1000 + 1) = 1 001- 
-xyz = 7-11- 1-13 xyz. Asemănător, zy0zy = xy -1 000 + xy = xy: 1 001 = 


E 11-13- xy. 
- b) Se observă că: 


Z Sa a a a n O Ra 
TY 


TYZLYZ (zyz: 1001)  zyz 
zy 
(zy:10 +2) 
. :seamnă că fracția se poate simplifica numai cu xy, deci z trebuie să fie 


‘multiplu de xry. Aceasta este posibil cînd z = 0. Deci fracția. este ireduc- 
-tibilă pentru z € (1, 2,. 


c) Scriem fracția astfel : . Deoarece xy este prim, în- 
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G) Folosim precedenta scriere și rezultă că z trebuie să fie divizibil 
cu 3. Decre, 3, 6, 9). 


V.186. Avem de găsit x e N astfel | incit- s ai Aceasta conduce la 


112.< 6x şi 5x < 112, adică x€ (19, 20, 21, 22). Deci fracțiile sînt: 


9 
RA 220, a 22 Dintre acestea -ireductibilă este numai Ta 


112° 112" 112° 112 


V.187. 10” este un număr care arè o singură cifră 1 şi restul cifrelor 
cifra zero (sau numai o singură cifră 1 cînd n = 0). Deci suma cifrelor 
10 + 8 este 1+ 0+... +0 +8=9. 


Numărul 10” + 8 este un număr divizibil cu 9, deci zEN. - 


V.188. a) Fie n număr natural par, adică n = 2k. Avem n(n + 1) = 

= 2k (2k + 1). Deoarece unul din factori este 2 produsul este număr 

par. Fie n număr natural impar, adică n = 2k + 1. Avem (2k + 1) (2k + 

+1+1)=(2k + 1)-(2k + 2) = (2k + 1):2:(k + 1), deci număr par. 

n (n) 
n(n + 1) 


la numitor. Adunarea de la numărător nu are pe d ca divizor, căci dacă 
d este divizorul lui n, nu este divizor și pentru n + 1. Deci fracția nu se 
simplifică cu nici un divizor al lui n. Fie dı divizor al lui n4 1 de la 
numitor. Adunarea de la numărător nu are pe d; ca divizor, căci dacă 
d, este divizorul lui n + 1, nu este divizor și pentru n. Deci fracția nu se 
simplifică. 


b) Scriem fracția astfel :. . Fie d un divizor al lui n de 


A “d 
V.189. Figurăm informația despre primul număr : 


e S E, suma celorlalte două a 
' da N 12 
| i primul mimar iat: 


Fig. V.189.a. 
Observăm că primul număr se găsește astfel : 72 : 4 = 18. Calculăm 
suma dintre al doilea și al treilea : 72 — 18 = 54. > 


M zu a. al doilea număr 
î e . i EA ©. -` EA 


g r 


e, 


pc. pi e i a eat a al treilea număr 
Y2 din al T | a. 
doilea 
' Fig. V.189.b. P 


Jumătate din al doilea este (54 — 4) : 5 = 10. Deci al doilea număr 
este 20 iar al treilea 34. 
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V.190. 


Rp nume 
pi pr 
7/10 din număr... 60 
Fig. V.190. d 


“Constatăm. că E din număr reprezintă 60 : 3 = 20. Deci numărul 


este 20:10 = 200. 
V.191. Datele problemei le figurăm. astfel :. 


—————————————— numărul de pomi.. 


am 
meri | 
t—— i—i primul rest 


peri 
———— noul rest 
ÎN i 
Celsi 
: Fig. V.191. ;. 
| a În ui : : MEE OLIA 
Se constată că — din primul rest reprezintă aceeași situație 
ipi EE 15 s : 
a E g : a aad at iei E 2 
cît — din numărul de pomi, iar — din noul rest cît — din numărul de 
4 14 
. A IE A Š PES ere AES 
pomi. Deci meri sînt — din numărul de pomi, iar caişi i. din numărul 


-~ ~ —. r <a 


' sul x PS AA, | 
de pomi. Deci — din numărul de pomi reprezintă diferența de 337. 


Așadar sînt 337-14 = 4 718 pomi fructiferi. 


2 
V.192. a) Cazul 0 <x <1: avem z = unde a <b. n = Calculăm 


r— p1 Én LE ba) 
b b b2 p2 ` 


Deoarece b >a, b—a> 0 deci x — r? >0 şi deci x> x?. Cazul 
2 a(b SIR: a) 
—————— . Deoarece 


z> 1: avem r= unde a > b: Calculăm r — r? = T 


b <a, b—a <0, deci x— r? <0 şi deci x <a. 
= 1 SI-A a<b. Ceai ji E AN 
a 


b) Cazul 0 <r <1, r= —, — = 
b x 


- 


Deoarece a <b, < b, a2 — b2 < 0. Rezultă că x — l<o, r< 
E Se 2 


] ! Aa 2 — h2 
< A Cazul x > 1,a > b. Calculăm is eul 2 ; 
x x ab 


Rezultă că iz > 0 şi deci Z = 
E» 
(Se consideră a € N", A EN 9 : saui 


V.193. Notăm numărul ‘cerut. cu a Citurile respective sint: ȘI 


8 a 
— b . Pentru a fi numere naturale, consecutive trebuie să, avem, suc- 


cai a a avea 
cesiv : A 
8, a 10, a 78, 8 10 b gb. 2 8): 
7 b 9 b 7 a 9 a a. \T 9 
D aa M a SO ve aya aa Qi ai Dee 
a 63 "a 63 a 2 b 63 


V.194. Suma celor 50 de numere este 38.50 = 1 900. Se „înlătură“ din 
sumă 45- 55 = 100. Rămîn 48 de numere a căror sumă este 1 900 — 
— 100 = 1 800. Deci media aritmetică a celor 48 de numere rămase este 
1 800 : 48 = 37,5. 


V.195. a) Cel mai mare divizor comun al numerelor 60 şi 88 este 4. 


Distanța între doi stîlpi consecutivi este un divizor natural al lui 4 
şi deci se pot fixa stîlpii din metru în metru, din 2 în 2 metri sau din 
4 în 4 metri. Sînt necesari pentru fiecare situație : 296 : 1 — 296 (stîlpi), 
296 : 2 = 148 (stîlpi), respectiv 296 : 4 = 74 (stîlpi). 


b) Sînt necesari minim 296 m:6 = 1 776 m sîrmă care costă 1 332 lei. 


V.196. Metoda I 
3 


Ao e 


Fig. V.196. 


X 


Dacă se măreşte lungimea lui D cu 3 cm se obține un dreptunghi 
cu dimensiunile de 18 cm și 3 cm, deci cu aria de 54 cm?. Rezultă că aria 
dreptunghiului D este 1 260 cm? — 54 cm? = 1 206 cm?. Lungimea lui D 
este de 1 206 cm? : 18 cm = 67 cm. 


Metoda a II-a 


Notăm cu x măsura lungimii lui D. Lungimea noului dreptunghi 
este x + 3. Avem ecuația : 18- (x + 3) = 1 260. Rezolvînd succesiv avem : 
x + 3 = 1260:18; x+ 3=70; r =70—3; r= 67. 


67 


V.197. Perimetrul dreptunghiului care se poate forma este de 1 dm-4 + 
+2 dm-54+ 4 dm:7 = 42 dm. Semiperimetrul este de 21 dm. Notăm cu 
x și y măsura lățimii, respectiv a lungimii dreptunghiului. Trebuie să 
avem x + y= 21, x şi y fiind numere naturale, multipli ai numerelor 1, 
2, 4 sau ai combinațiilor de aceste numere. În cazul nostru răspunsul 
este : se poate forma un dreptunghi. Exemplu: 1 dm-l pe o lățime, 
4 dm-5 pe o lungime, ldm:l pe lățimea rămasă, restul pe lungimea 
rămasă. Alt exemplu : 24m.:1l pe o lățime, 4 dm-4 și 1 dm-3 pe o lun- 


gime, 2 dm.:1 pe lăţimea rămasă și restul pe lungimea rămasă. Mai găsiți 
și alte exemple. 


V.198. Semiperimetrul este 60 hm. Notăm cu z lăţimea. Lungimea este 
5 x. Avem ecuaţia x -+ 5x = 60. Rezolvăm ecuaţia : 6x = 60. x = 60 :6 ; 
x= 10. Rezultă că lățimea are 10 hm iar lungimea 50 hm. Atunci aria 


este 10 hm-50 hm = 500 hm?. Găsiți dimensiunile dreptunghiului folo- 
sind şi metoda grafică. 


CLASA A VI-A 


REZOLVĂRILE ȘI REZULTATELE PROBLEMELOR 
PENTRU CLASA A VI-A 


( 


VIAL A 3+ — Pip gn — 2n = 31.92 gn — 21.92 — 2n =! 
= 3r. (9 + 1) — 22. (4 + 1) = 32.10 — 2n-1.2.5 = 
= 10. (32 — 2%, 
VI.A.2. Fie p un divizor comun al numerelor a și a + b, p E€ N *. Rezultă 


că p este divizor și pentru (a 4- b)—a—b, deci p este divizor şi pentru 
a şi pentru b. Cum fracţia a/b este ireductibilă din ipoteză, avem p=1. 


În concluzie, fracţia 


se poate simplifica doar prim 1, deci este 
ireductibilă. i 
VI.A.3. Notăm A=—1:2:3...15+20 şi avem,:, 
182 1-2-3... -7... 13-14. O20 a 
A | 2-7-13 | 
1-2-3... 6-7-8... -12-13-14-15 20 
E "2-7-13 ~O E 27.13 


=1:3-4-5-6-8-9-10-11-12-14- 1520 


Deci cîtul este 1-3:4-5:6:8:9:10.11:12.14.15 și restul este 20. (S-a 
folosit teorema împărţirii cu rest sub forma 
' J 
VI.A.4. Soluția I: 

Fie N un număr care împărțit la 10 dă restul 3; vom arăta că 
împărțit la 15 nu poate da restul 4. 

Avem N = 10k + 3, de unde ultima cifră a lui N este 3. Presupu- 
nînd că N, împărțit la 15, dă restul 4, avem N = 15t + 4 sau N — 4 = 
15t, adică N — 4 divizibil cu 5. Cum ultima cifră a lui N era 3, ultima 


cifră a lui N — 4 va fi 9, deci N — 4 nu se divide cu 5, deci N împărțit 
la. 15 nu poate da restul. 4;: 
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Soluţia a Il-a 


Presupunem că există N care împărţit la 10 să dea restul 3 şi 
împărţit la 15 să dea restul 4. 


Avem : N = 10k + 3 sau N—3=— 10k 
N = 15t - 4 sau N—4= 15t 


Deducem că N — 3 şi N— 4 sînt divizibile cu 5, deci trebuie ca 
şi diferența lor să se dividă cu 5. Dar (N — 3) — (N — 4) = 1, care nu 
se divide cu 5, deci presupunerea făcută este falsă. 


Soluţia a III-a 


Dacă numărul N împărţit la 10 dă rest 3 =) 10|(N—3). 
Dacă numărul N împărţit la 15 dă rest 4 =) 15|(N—4). 


Din cele două afirmaţii de mai sus rezultă 5|(N— 3) şi 5|(N— 
— 4). Dar N—3 și N— 4 sînt numere consecutive şi ar trebui să fie, 
ambele, multipli de 5, ceea ce este fals. 


VI.A.5. 
a 2 a 2 
Din — = 0.6, rezultă — - — = —. 
A b 3 p 3 0.6, de unde 
2a + 3b 2a 3b 2 7 
——— = — — = — ] = —?’ 
3b 3b t 3b 5 a 5 


O altă metodă constă în a exprima pe a în funcție de b din relația 
= = 0,6. Rezultă a = 0,6-b şi deci : 
2a + 3b _ 2-0,6: b+ 3b_ 1, 2b + 3b —_42b__42_82 _ 1, 
3b 3b 3b 3b 3 30 5 
VI.A.6. Avem întîi : n = 1986 (1986 — 1) — 1985 = 
= 1986-1985 — 1985 — 1985 (1986 — 1) = 19852, 
Acum, din proporție, deducem : 


x 5-397 1985. 5-397 1985.1985 
— = , de unde r = ————— = 


1985 n n 1985? 


VI.A.7. Numărul 4a6 este divizibil cu 9 dacă suma 4 -+ a+ 6 se divide 


cu 9, adică 10-4} a este divizibil cu 9. Cum a este cifră, deducem 
a = 8 şi deci: | 


== , de unde x = s , adică yae, 


VI.A.8. În primul rînd se obține b= 5. Apoi, folosind criteriul de 
divizibilitate cu 9, obținem că suma cifrelor numărului 4a6 este divi- 
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zibilă cu 9, deci a+ 10 este multiplu de 9, cu a€ (0, 1,..., 9). Rezultă. 
ușor a = 8. Proporția devine: 


Z aso , de unde s= n = 1942 sau æ = 194,4. 
2 5 5 5 
VI.A.9. a) 


123 123...123 123-100 100... 1001 123 4] 
321 321 ... 321 321-100 100...1 001 321 107 
unde numărul prin care s-a simplificat are n cifre de 1 distanţate prim 


cîte două zerouri. Corectitudinea rezultatului înmulţirilor se poate veri- 
fica pe citeva exemple particulare. 


b) Dacă: 
a c . 3a — b 3c— d 
— = — , atunci = , 
b d b — 2a d — 2c 
deoarece ultima proporție este echivalentă cu : 
3 îsi Bia Cea] 
= ————— , evident adevărată pentru aie a 
det Dai. i 
b d 
Pentru c = 41 și d = 107, obținem: 
3a —b _ ma a 
b — 2a 107 — 2.41 25 5 
VI.A.10. Din E R 8 13 se deduce EEE A deci a =n şi, analog, 
a b c a 1 13 
4 12 
= y C = 
13 13! 
1) (3—a)a+(4—b)bb+(12—c)e= |3 234 — + 
13 13/13 
12) 12 
12 — —|— = 
Da 


2) toata oo a2+oe=(5+ js [a a 


+ [12 F hT 
(3) popon yE pa, 
132 13 13 l 


13 


VAi Avons ele 2 a PENE A, 
3 4 5 3+4+65 12 


n Ta bien să A deducem y= 12 
4 12 


2 2 
tii E ae disc 02 02 tă aa 402050) E 
3 445 a 


VI.A.12. Din condiția i. avem Z= sioi Amplificînd prima frac- 
T 
Tx _3Y 


ţie cu 7, a doua cu 5, a treia cu 3 şi a patra cu 2, obținem: ame 
z +- 

L duet a LL De aici deducem: zr = 4&4, 
15 14 14415+1514 58., 


y = 6, z = 10, t = 14. 


VI.A.13. Din ER deducem —-=— ; 2 maea 8; de unde : 
6 b3 4 6 


a? = 35.8 = 33. 23 = (3-2) = 62, deci a = 6 
b3 = 43. 8 = 43. 23 = (4 -2)3 = 83, deci b=8 
c? = 63-8 = 63- 23 = (6-2)9 = 123, deci c = 12. 


VI.A.14. Avem =- =—Ž2 (1); zyz = 192 (9). Deci, Z=% și D= 
3 2 | 3 2" 3 4 
deducem : y = a și z= 2t (3). 
| oog, 3. 
Înlocuim în (2): sa 192 sau x= eg sau, încă, x3 = 


3.96 
an de unde x3 = 63, sau x= 6; din (3) avem y =4 şi z=8. 


23’ 

Altfel : 

Dacă notăm e a obținem xrt=3k; y=2k; z= 
24k3; dar, din ipoteză, xyz = 192, deci 24k? = 


= 4k =} xyz = 3: 2.4k? = 
= 192 sau k’=8 = 23, 
y= 4; z =8. 


deci k=2. Soluțiile vor fi: z=3- 2=f$; 
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VI.A.15. a) Avem, exprimînd toate numerele în funcţie de a: b = 2a; 
2c = 3b = 3: 2a = 6a, de unde c = 3a şi 3d = 4c = 4- 3a = 12a, de unde 
d = 4a. 

Atunci b? = (2a)? = 40? şi: ad = a- 4a = 402, deci b? = ad. 

b) Acum, din a-b -+ c+ d= 48, deducem a + 2a + 3a + 4a = 
= 48, 10a = 48, de unde a= 48/10 = 4,8 şi b=.2a = 2-4,8 = 9,6; 
c = 3a = 14,4 ; d= 19,2. 


Altfel : 
: a) Problema poate f rézowat și observînd că egalităţile din enunţ 
se pot scrie sub forma : i ai L 2a Loen ; din ultimele două, 
b . 2 c o d 4 
T” . ; b h 
prin înmulțire, se obține : aea lieu. prima rezult La de 
C 2 


unde b? = a-b. 
b) Egalitățile pot fi puse şi altfel; sub formă de proporţii, anume : 


ia atzi 2 RER EA d —, de unde A va an a _atbtet+tda_ 
1 2 2 3 3 4 1 2 3 4 1+2+3+4 
SE) Rezultă EE : pai 9,6-5 ER AR 14,4; d= 
10 0 
— 484 — 192 4 
10 


<S Poa E N 
VI.A.16. Din enunț“ rezultă că, pentru X B= <C, avem mA a 


_ m a nA m mA mD mÒ _ 


. În primul caz, 


4’ 4 1 1 4 4 
mA -+ m(8) + mô 180° r A 
> a = 20. de unde 'm(4)=—20; m(B)= 
AN 9 | ý i 
= mÒ = 80°. 


În al doilea caz, 


OAN AN A A A AN 
m(4) mB mO m4)+m(B)+mO _ 
4 1 l 6 
PN PN PN 
= 30°, de unde m(A) = 120° ; m(B) = m(C) = 30°. 
VI.A.17. Fie n numărul bancnotelor de.10 lei, m al celor de 25 lei. Din 
10 __25m __ -10n -L- 25m 


30 100 :.130 
Cum suma totală, 10 +- 25m, este cuprinsă între 209 şi 600 lei, avem 


200, gor < EA deci, 1-<n ei nEN, “adică n E {12 13}. 
130 : 30 600 ' 13 13 


Dacă n = 13, din proporția inițială verificată de m i n, rezultă m = 


= 4. en, deci rămîne doar n= = 12, care dă. m = 16, Suma va fi, deci, 


de 5 A lei. 


problemă D= 3 sau, încă, TP Rezultă — 
m 4 3 i4 


VL.A.18. Fie x, y, z, respectiv valorile premiilor I, II, III. Avem= 


Z=% -Z şi Eg sa y = 48. Înmulțind ultima relație în ambii .mem- 
8 7 5 5 7 
bri cu 35, obținem 7x— 5y = 1680. Din primele două rapoarte ale 


z y Tx — 5y wa fe. Ken 
şirului din ipoteză avem y =y ? de unde 78 5-7’ adică 6 
2 -1 680 ; 

ME: E E y Len Tag Obţinem peco 99) — 4480 şi PRSLA 
35  56— 35 21 21 7 
= 640 ; 5y — 35-1 680 = 2 800 şi y = = 560. Folosind una din pro- 

21 
x z 640 zZ 5:640 
iile de la început, avem: = = — , — = — , z = ——— = 400. 
porțiile de incep 3 5 3 5 3 
A B. > 
VI.A.19. Din prima relație avem A-5 = 7-B, de unde i adi a rezultă 
A- E E B. 1 f 
7 5 
Din a doua relație, c=-Ñ-B, sau, încă, C=-—-B și, înmulţind 
ambii membri ai egalităţii cu T obținem CSB 
: L i i C C 3 
Din a treia relaţie obţinem PE 1,5, sau Dp a , de unde, schim- 
bînd mezii între ei, se obține 2 = = sau, încă, C AE MS D.— 
: l 1 1 l i 
Avem, deci: A-—=—B-—=—=C:-—=D-—, adică numerele A, B, C, 
7 5 3 2 
D sînt invers proporționale cu A > Pentru a demonstra afir- 


= 0,2 şi 


a |= 


mația problemei rămine să observăm că = =0, (142 857), 


2 = 0,5. 
2 


VI.A.20. Fie x suma primită zilnic de al doilea muncitor. Suma totală 
primită de el este 12-100% din x, adică 1 200%% din x. Al doilea mun- 
citor primește zilnic 1250% din x, deci suma totală primită de el va fi 
15-125% din x, adică 1 875%% din x. Cei 3444 lei plătiți ambilor mun-— 
citori pe întreaga perioadă reprezintă, deci, 1 200°% din x + 1 8750% din 


x, adică 30750% din x. Atunci x = 3444 SLL 3 jii LR 112. În con— 
100 3 075 


cluzie, suma primită de primul muncitor este 1 875%, din 112, adică 
2 100 lei, iar suma primită de al doilea muncitor este 1 200% din 112, 
adică 1 344 lei. 
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VI.A.21. După prima sortare a rămas 90%, din cantitatea inițială, adică 
ELA 50 = 45 (t). După a doua sortare au: mai rămas 43,2 t, deci pier- 


1, 
derea la a doua sortare a fost de 45 — 43,2 = 1,8 (t). Din LE = a 
Se | 50 -. 100° 
1,8-100 


rezultă ee e deci raportul procentual căutat este 3,6%. 


VI.A.22. 3% = 32:17 = 917 ; 251 = 2317 — 817, Cum gi < 9!', deducem că 
g5 < 3, a | 

VI.A.23. a = 25 = 9.951 = 2. 217 — 22917 — 2.817 
b = 335 — 917 = 3. 3% — 917 — 3.3217 — 917 — 
= 3. (331 — 97 = 3. 917 — 917 = 9!'(3 — 1) = ?2.9!7, 
Avem de comparat a = 2: 817 şi b = 2.917, Cum 8 < 91, rezultă 
că 87 <9" şi, încă, 2-87 < 2-917, adică a < b.: i 


VI.A.24. Avem : b = (2100 — 299 -+ 368 ; 367 — 29946 — 
= (21100 — 2.2% 4 3916 — 316, Deci a = 26 şi b = 3⁄6, În conti- 
nuare, vezi ex. precedent. 


VI.A.25. Avem A = 16:114 — (2:11) -H1 = 16-114 — %11 + 1 = 
= 16-114 — 16-114 + 1 =1. 
B = 27-11? — (3-11) + 2 = 27- 113 — 3. 113423 
= 97-1135—27-113+2=2, 


Atunci Co = (A — BY = (1 — 2)} = 1 ; C = (A — B)! = (—1)! = — 
şi, în general, C= (A — B)* = (1 —2)* = (—19)*. Calculind. sumele 
Sk = Co + Ci + C+... + Cr pentru primele valori ale lui k obținem : 
So = 1, Sı = 0., Sı = 1, S= 0 etc., şi sîntem conduși la concizia că 
S= 1 pentru k par şi Se= = 0 pentru k impar. E 


VI.A.26. [0, (3) + 2, (45) + 0,1(26)] : E +2 it) 9 ==; 
{3 245—2 , 126—1 [1 z- 
a m 990 ): E Ta E 
243 126), (+ 5) 
— 1986 = L pa Lp] — 1986 = 
PE Hoa T290. i a 
__3304+ 2430+125 , e eg ate 2 885 517 Add as 
990 | 198 „990 198 
: 
a 2.889, 198 L 1986 == 1 — 1986 == — 1985; 
990 577 


VI.A.27. Observăm că în suma noastră sînt 10 termeni. Grupînă doi cîte 
«doi şi dînd factor comun, obținem : 


a = 138 (13 — 14) + 14.137 — 14.136 + 14. 135 — 14. 13% + 14- 13? — 
— 14-13? + 14-13 — 1 = —138 + 14-137 — 14-136 +... + 14-13 — 1. 
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Procedind analog, obținem : p wa 
„+ 14:-13— 1 T 


a = 137 (—13 + 14) — 14.136 + 14-135 +.. 
= 137 — 14.136 +... + 14:13 — 1. 
Continuăm procedeul şi obținem, în final, a = 12. 
„Altfel : 
Numărul a se mai poate scrie: | 
a = 139 — (1 + 13)-135+ (1 + 13):137 — (1 + 13):136+...4+ 
+ (1 + 13) 13 — 1 = 139 — 138 — 139 -+ 137 + 135 + 136 + 13 F- + 
-#13 +13 — 1. 
Deci : a ='13 — 1 = 12. K | 
VI.A.28. Pentru a = 9, b = —3, c = —5 avem : x = 9 — [(—3) + (—5)] = 
= 9 — (8) = 9 + 8 = 17. 
Pentru a = — 1, b = —8, c = 16 avem : x = (—1)— [(—8) + 16] = 
= (—1) — 8 = —9. 
VI.A.29. A = [(—1)1985-(—1)1986)3. a = (—1)? -a = —a. 
Pentru calcularea lui B distingem două cazuri : 


I. n = 2k (număr par) 
B=1—1+1+1+1-4{—1)=1. 
Iln =2k+1 (număr impar) 
=—] +1 —1 +1 +(—1)-1 = —]. 
În cazul I, B= 1, opusul său este —1, deci A = —a = —1 implică 


a=l. 
În cazul II, B= —1, opusul său este 1, deci A = —a = 1, implică 


a = —]1. 
VI.A.30. Demonstrăm implicația „ =)“. Distingem opt cazuri : 
1. m par; n par; p par; | 
2. m par; n par ; p impar ; 
3. m par; n impar; p par; 
4. m impar ; n par; p par; 
5. m impar; n impar; p par; 
6. m impar; n par; p impar; 
7. m par; n impar; p impar; 
8. m impar; n impar; p impar. 
Vom nota S; suma în cazul i i=], 2, Pi. 


V 
| 
a: 


-+ 


ya 
| 

w |= > | v | 
-+ 

w |= w | w |= 
| 

e|- o|- j= 
il 
|e 
biS 
N 


Va 


S, = pap =06z, iar n+ p număr par. 
— 1 1 1 — 2 

Sr = —— — — — = ¢ Z 
2 3e 3 
atoka ak 

Se = — + — — — = —¢ Z 

die t 3f 
1 1 I 

A a tatii IRA iar TD număr ' par. + 
— 1 1 l 

i a alia iar n+p număr par. 


Demonstrăm implicația CE 

Din n +- p număr par rezultă că n și p sînt ambele pare sau ambele 
impare, iar m poate fi par sau impar. Sînt situaţiile corespunzătoare» 
cazurilor 1, 4, 7, 8. 


VI.A.31. Determinăm mulțimea B. Relaţia |z|<2 este echivalentă cu: 
— 2 <x <2, deci B = {— 2, — 1, 0, 1, 2}. Avem conditiile : 


(1) z+y>0. 

(2) xy <0. 

Din (2) deducem că dacă r> 0, atunci y< 0 și invers. 
Deci : x = — 2 çi y E {0, 1, 2}. 


Sînt posibile perechile (—2, 0), (— 2, 1), (— 2, 2), dar niciuna nu' 
verifică relația (1). 
x=':— 1, y€ {0, 1, 2,}. 


Sînt posibile perechile (— 1, 0), (— 1, 1), (— 1, 2), dar numai (— 1, 2) 
verifică relația (1): 


x= 0, y €B, dar-numai Dias (0; 1) și (0, 2) verifică şi con— 
diţia (1). 


A, „E (2, = 0) şi toate perechile (4, — 2), (4, — 1) 
(4, 0) verifică condiţia a). i 


Avem, deci, următoarele perechi care verifică condiţiile (1) şi (2) : 
(— 1, 2); (0, 1); (0, 2); (4, — 2) ; (4, — 1) ; (4,0). 
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VI.A.32. Din egalitatea 27b = 6a deducem b = 5, 


Din egalitatea 54c — 6a deducem c = v 


Din egalitatea 36d = 6a deducem d = a 


În egalitatea 6a = x(a + b 4- c +d) înlocuim b, c, d şi avem: 6a = 
=x (a +++ J , care, după efectuarea parantezei, conduce la : 


6a = SLE Pentrucă a£ 0 avem : x = 6:5, adică x = 4. 
a 


VI.A.33. Ştim că 5" are ultima cifră 5, iar 1981” are ultima cifră 1. 


Cum 1983 este număr impar, (— 5)! va fi un număr negativ ter- 
'minat în 5, iar 1981198 va fi un număr pozitiv terminat în 1. Din regula 
-de adunare a numerelor întregi avem ultima cifră a lui N; egală cu 6. 
-Pentru Nə ambele numere sînt pozitive, terminate în 5, respectiv 1, 
deci N. se termină în 6. 


"VI.A.34. Fie a și b cele două numere. Din enunț avem: 


a+ b = 126 
-a-b = 3393 
a add t 1 1 
Trebuie să calculăm suma— + —. Avem: 
a ` ` 
AA n bta_ 12w _ 4 
a b ab 3393 ua 


“VI.A.35. Din operațiile cu puteri avem : 
25 Btt) a 
3K 2k +1 (14 3k+) 2 ` 


VI.A.36. a) Din A2 rezultă S asi, adică 4 zu deci k = 12. 
2 4 34 8 12 
Din Ea Ea rezultă ASR Ea adică b n deci p = 15. 
4 5 4-3 5-3 12. 15 


b) 1. Aplicînd proprietatea șirului de rapoarte egale cu : 


— IT — O aM 


-obținem a= 16, b = 24, c = 30. : 
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2 2 
2. Cum iale rezultă CO a 00 tal Dea 0 ab = 0 
2 3 ` 2-3 3. 6 9 9 
2b? 2 2 2 
= d şi, analog, din Eoee sa , se obține 2e PERS be = 208 SER 
3 4 5 20 16 16 4 
22 2 9 
Avem, deci, 69 = ab + bc = z -+ 5b” = = sia =. b? = 23 p 
12 F 
de unde b? = 69- a 36. Pentru pag se obțin pE g Pentru 
b = — 6 se obţin a = — 4, c=2, 
a 2 2 2 
3) kne aa de me V e etette _ == 
8 12 15 64 144 225 | | OE dl sati Ci 
433 


na deci a = 64, b= 144, c= 225 şi abiinem a ia 


c=15 sau a= 8, b = —12, EE ÎN, 


VI.A.37. Ecuația se scrie : 10x + y + 10y + z + 10x + z = 246, cu z, y, 


z€ 10, 1....,9), x, y =Æ 0, sau încă, 2- -xz + lly = 246, de unde se observă 
că y trebuie să fie o cifră para; nenulă, deci y E (2, 4, 6, 8}. 


Pentru y = 2, rezultă xz = 142, imposibil. - 

Pentru y = 4, rezultă zz = 101, de asemenea imposibil. 
Pentru y = 6, rezultă xz = 90, deci z=—9,'z2=—0. 
Pentru y = 8, rezultă Iz = 19, deci xz = 7, z=9. 

În concluzie, soluțiile problemei sînt :! 


ú. 


xr =9 x=T 
y = și y=8 
z= 0 z= 9 


VI.A.38. Fie x suprafața însămînțată cu ovăz. Din problemă, ‘rezultă 
că suprafața însămînțată cu secară este 4x, cea-cu orz, 2x; iar cea cu 
grîu, 3- (2x) = 6x. Deci, suprafața totală este : x -+ 4x + 2x + 6x = 137x. 

Din enunț, această suprafață totală numără 1 300 ha. Deci : 13x = 
= 1 300, de unde x = 1 300 : 13 =.100 (ha). i 

Obţinem că suprafaţa însămînţată cu grîu este 6x = 600 (ha), cea 
cu orz este 2x = 200 (ha), cea cu ovăz x = 100 (ha) şi cea cu secară 
4x = 400. (ha). i. 


VI.A.39. Descompunem : wart Această descompunere o` putem 
scrie :- 


1) 800 = 52-25, de unde m? ='52 și n + 1 = 25, deci m = 5 ; n = 31. 
2) 800 = 52.22.23 — 102.23, de unde m = 10 ; n =T. 
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3) 800 = 52.22.2 = 22.200, de unde m = 20 ; n=l. * 
4) 800 = 22.52.23 — 92.200, de unde m= 2; n = 199. 
5) 800 = 24. 52.2 = 42.50, de unde m=4; n = 49. 

6) 800 = 1-25.52, de unde m = 1 ; n = 799. 


Acestea sînt toate cazurile în care 800 se scrie ca un pătrat per- 
fect înmulțit cu un număr. Avem, în final, perechile (5,31) ; (10,7) ; (20,1); 
(2,199) ; (4,49) ; (1,799). 


Altfel : 


Considerăm m? (n -+ 1) produsul dintre un număr pătrat perfect 
și un alt număr: 


800 = 1-800 =} m = 1 ; n = 799. 
800 = 4:200 =} m = 2 ; n = 199. 
800 = 16-50 =} m = 4 ; n = 49. 
800 = 25.32 =} m = 5 ; n = 31. 
800 = 100 -8 =} m = 10 ; n =7. 
800 = 400.2 =} m = 20 ; n= 1. 
VI.A.40. Distingem două cazuri : n par şi n impar. 
a) Dacă n par, ecuația devine: xy — 2r — y + 1 = 0, de unde: 


ze L sau, încă, y = 2 + A 
x—1 xz — 1 


Problema devine : Găsiți x întreg astfel încît y să fie întreg, care 
conduce la z=—0 și x=2, iar y= 1, respectiv y = 3. Deci, în acest 
caz avem soluțiile (0, 1) și (2, 3). 


b) Dacă n impar, ecuația devine: —xy + 2x + y + 1 = 0, care se 
rezolvă asemănător și avem soluțiile : (2, 5), (0, — 1), (— 2, 1), (4, 3). 


Altfel : 
Ecuația se mai poate scrie : 


x(1 — y(—1)"+ = [y(—1)" + x(—1)" +] — 1. 

Dar, pentru n E€ N =} (—1)” = (—1)"+2, Atunci ecuația devine: 

ZI — PH = (+ — 1. 

Pentru n par =} z(1 — y(—1)— (1+ y) 1+1 =0; —r + ry — 
—z—y+1=0; —2r + ry =y—1; zy—2)5y—1; r= 


Cum y— 1 şi y— 2 sînt numere consecutive, rezultă soluţiile: 
(0; 1) și (2; 3). 
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Pentru n impar : x(1 —y):1l — (x + y(—1)+ 1 =0 ; r— ryt r+ 


ty+1=0;2— zy Hy +i =0; a=; E, 


i Soluțiile sînt: (4; 3), (0; — 1), (2; 5} 


y— 2 y — 
(—2; 1). 


T 


VI.A.41. Soluția I 


Avem : 3b = 206 — 2a — 4c — 56d, număr par, deci b este par şi 
cum este prim, rezultă b = 2. Înlocuind, obținem : 2a + 4c + 56d = 206 
sau încă a- 2c + 28d = 100, de unde a = 100 — 2c — 28d şi, cu același 
raționament ca mai sus, deducem a = 2. Înlocuind, obținem : 2c + 28d = 
= 98, c + 14d = 49. Dacă am avea d>4, atunci 49 = b 4 14d > 14d > 
> 14-4 = 56, contradicție, deci d <3 și cum d este prim, rezultă d = 2 
sau d = 3. 


Dacă d = 2, obținem c = 21, neprim, contradicție cu ipoteza. Deci 
rămîne d = 3, care dă c =7. 


În concluzie, a = 2, b = 2, "m 7 şi d=3. 

Soluția a II-a 

3b = 206 — 2a — 4c — 56d =) 

3b = 2(103 — a — 28d) =} b = 2 

3 = 103 — a — 2c — 28d =} a = 2(50 — c — 14d) =}a = 2? 

1 = 50 — c — 14d =} c = 49 — 14d. 

Cum c şi d sînt numere prime =} c = 7 şi d= 3. 

VI.A.42. a) Aplicind proprietățile proporțiilor derivate, obținem succesiv = 

Ta—2b _ 2. 2(7a — 2b + (5a + 4b) re 2-2415. 
5Sa+4b 15) 5a + 4b 15 
19a 19 a 1 a 1 


5a+ 4b 15° 5a}4b 15' (6af 4b)— 5a 15—5-1 
a 1 404. d 4 a 


4b 10°4b 10' b 10° b 


O a doua metodă ar fi să aducem proporția la o relaţie mai sim- 
plă: 15(7a — 2b) = 2(5a + 4b); 105a — 30b = 10a + 8b. Adunăm în 
ambii membri (—10a + 30b) şi obținem : 95a = 38b, de unde 
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b) Aplicînd proprietățile proporțiilor, se obține pentru 


SMR i faza de acel 9a—2b:__9:2—2:5 8-1 7 
b °° 10 5 5a+6b 5:2+6:5 40 5 
O altă cale ar consta în'următorul calcul : 
9a — 2b 9-49 
9a—2b_ b —— b B e a ENI II 
5a + 6b a 3-29 + 5:04+6 5 


VI.A.43. Pentru valorile lui x pentru care z—3.<0, adică pentru 
zE(— œ ; 3), ecuaţia devine — x + 3 = 5, cu x = 2, soluţie ce convine 
cazułui analizat. a 

Pentru zER astfel încît x— 3 > 0, adică pentru zE€(3; + œ), 


ecuaţia devine : x — 3 = 5, cu x = 8, soluţie ce convine din nou cazului 
analizat. 


Deci ecuaţia are soluţiile xr =—2 şi x = 8. 
O altă rezolvare se bazează pe observaţia că |y|=5 înseamnă 
= 9 sau y = —5, deci x — 3 = 5 sau x — 3 = —5, cu aceleaşi soluţii 
ca mai înainte. Á ; 
VI.A.44. 
l l 1 aa A 


TPI AsH) 34 e+) 

l lie cs, 

O E 3 Lo; În Bea seal a E za 
z+ 1! 2 3 6 ZF „6 r+] 


verificată pentru orice zER  {— 1}. 


VI.A.45. Din 4a = 20b deducem b=. 
Din da = 25c deducem c = 


Din 4a = 50d deducem d =—. 


N N |e 
n Y > | 


În 4a = x?(a +- b + c + d) înlocuim b, c şi d. Avem: 


a , 4a 2a = 36ax? R 5 
4a = x | a + —-+ —-+-— ] sau 4a = , de unde x = -— sau gx = — 
| za 5 ga 25 3 


SE — 5 deoarece a A0, 


dap e 


REZOLVĂRI „PROBLEME DE GEOMETRIE CLASA A VI-A 


po œ -"Pemre 


VI.G.1. Ordinea este B—A—D-—C : 


BC=a+b 
CD = a +b — c 
AD =c — a 
Sau. C—D—A—B. 
b 
AEE d za 
3 îi tie AN P e C ii 
C 
6 
i ja 
C D t Amr 
Cc 
Fig. VI.G.1.. Yor 


VI.G.2 a) (4B +- BC) + (BC + CD) = AB ++2BC p CD = = (AB + BC + 
+ CD) + B 


b) (AB + BC): (BC -+ CD) = : AB. "BC +, AB. cD 4 BC? T BC-CD 
(membru stîng). 
(AB + BC + CD)-BC + AB. CD = AB: BC+ BC + BC. CD + 
+ AB-CD (membru drept). : 


See Eu — — z 


. Fig:. VI.G.2. 
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VI.G.3. Notă iuri i (OÈ şi BOG, i i 
"ad. Notăm unghiurile adiacente de exemplu AOB și BOC, iar bisec- 
toarele lor OX, OY. Desenăm semidreptele perpendiculare OX, OY 


S ace N 
(deci bisectoarele unghiurilor) și apoi unghiurile adiacente AOB și BOC. 


Fig. VI.G.3. 


Știm de ipoteză că: 
AN AN 

(1) m(XOB) + m(BOY) = 90°, rezultă că: 

AN ' 

(2) m(ÃOX) -+ mO) = 90° deoarece OX şi OY sint bisectoarele 
unghiurilor AOB şi BOC. Adunînd membru cu membru egalitățile (1) 
și (2) obținem : N 

AN AN 7 AN AN 
(3) m(A0X) T m(XOB) T m(BOY) + m(YOC) = 180°. . 
(4) m(A40B) £ m(BOE) = 180°. E 


Tot din ipeteză știm că unul din unghiuri este de cinci ori mai mic 
decît celălalt. Conform acestei ipoteze unghiul cel mai mic este AOB, 


deci relaţia din ipoteză va fi: 
AN AN 
(5) 5-m(40B)=m(BOQ). `= - 
Înlocuind relația (5) în relația (4) obţinem: 
AN E AN 
(6) m(4A0B) + 5-m(4OB) = 180°, adică 
(7) 6-m(ÁOB) = 180°, deci 
AN 
(8) m(A4A0B) = 30° şi atunci 
AN 
(9) m(BOC) = 150°. 
VI.G.4. Față de dreapta AE considerăm semidreptele OB, OC, OD în 
același semiplan (ipoteză) (fig. VI.G.4.). 
Notăm măsura unghiului dat AOB de exemplu x°.. 


AN AN 
Unghiurile AOB şi COD sînt congruente deoarece : laturile lor sînt 
perpendiculare (ipoteză), semidreptele OB, OC şi OD sînt în acelaşi semi- 
plan determinat de dreapta OA și punctul B (ipoteză). Urmează că mă- 


AN 
sura COD este tot x°. Conform altei condiții din ipoteză m(DOE) = 2x°. 
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Fig. VL.G4. A 


Deducem că : eo a ma i 


m(COD) tr m(DOE) = = 3x = . 90° (ipoteză : CO L OA). Aşadar x° = 
_ 30 Și m(DOE) = = 60°. . Cum şi OD L OB (ipoteză) deducem că : 
m(DOÀ) = m(DOB) + TUPO ANE = 90° + 30° = 120° deci m(DOF) = 60° şi 
mEOR = 120°. 


VI.G.5. Comparăm alementeie triunghiurilor MBC şi NCB. 


BC = BC 

MB=NC (jumătăți de seg- 
A MBC = A NCB, deoarece 
Keagi L.U.L. :) „ Mente congruente) 


p L1 B =C (ABC isoscel) 


8 


Fig. VI.G.5. 4 


Din cele de mai sus rezultă (MC) = (NB). 


VI.G.6. În triunghiul echilaterál ABC notăm E’ intersecția bisectoarei CI 
cu AB =} CI înălțime şi mediană =ð IE' L AB şi AE’ = BE’ =) în 
A AIB, 1E' — înălțime şi mediană =} A AIB isoscel deci IE” bisectoa- 
rea unghiului AIB, de unde: E =F. 


8T. 


2 D C | 
“Fig. VI.G.6. 
Urmează că : d: 
| BI = BI | l 
=> jumătăți te 
A BID= A BIE, deoarece : BE = BD (jumătăţi de segmen 


(caz L.U.L.) ti | „cONEEMERtE) 
EBI = IBD (BI bisectoare) 
dar şi că: 


EI = EI ' 
A BIE = A AIE, deoarece : BI = AI, (AIB isoscel, demonstrat) 
(caz L.L.L.) BE = EA (demonstrat) 


Cum relaţia de congruenţă este tranzitivă, deducem: A BID = 
= A BIE = A EAI. 


VI.G.7. a) Deoarece în ABC (m(A) = 90”) și AM este mediana relativă 
ipotenuzei =) AM = MB = MC. 


Fig. VI.G.7. 


AN 
Deoarece AM = MB =} A AMB isoscel deci m(MÀB) = m(B). Dar: 


m(8) = = 60” (ipoteză) =) A AMB echilateral. Rezultă că în A ABM, bi- 
sectoarea lui B este și înălțime, deci este perpendiculară pe AM. Reciproc 
dacă BP L AM şi BP este bisectoarea unghiului B =} A ABM este isos-: 
cel — deci BM = AB dar AB=—AM =} A ABM echilateral, deci: 
m(B) = 60°. 

b) Oricare ar fi poziția lui P pe AM, AP + PM = AM ori AM = MB: 
şi ştim că trei segmente pot forma un triunghi dacă suma a oricare două. 
din ele este mai mare decît cel de-al treilea segment. Deci AP, PM şi. 
MB nu pot forma un triunghi. 


VI.G.8. 
A 


Fig. VI.G.8. 


a) 
{ BC=BC 
A MBC = A NBC, deoarece MB = NC (ipoteză) 


(cazul L.U.L.) A noO 
B = C. (ipoteză) 
Rezultă BN = CM. 
à AN AN 

b) Din faptul că AMBC=A NBC =) m(NBC) = m(MCB) = 
=} A BPC isoscel =) BP = PC. 

c) 
AP = AP 
AB = AC (ipoteză) 
BP = CP (demonstrat) 


A APB = A APC, deoarece 
(caz L.L.L.) 


Rezultă BAP = PAC‘=} AP bisectoarea unghiului A. 
VI.G.9. 


a) EAD = EDA =) A EAD isoscel =} AE Œ ED =} AP = DF (ju- 
mătăți de segmente congruente). 
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; Apoi : 


AP = DF (demonstrat) 
A ADP = A DAF, deoarece : 


(caz L.U.L.) AD SAD. 
PAD=FD 


| A (ipoteză) 
Rezultă DP= AF. TE 


T 


Fig. VI.G.9. 
b) Dar şi 
A APB= A FCD. d | AP = DF (demonstrat) 
= , deoarece : Ei 5 
(caz L.U.L.) AB = CD (ipoteză) 


Pai 
PAB = FDC (ipoteză) 
c) Din congruența triunghiurilor (pct. b) rezultă APB = DFC, dar 
AN AN AN AN AN 
m(APB) + m(BPE) = 180” şi m(DFC) + m(CFE) = 180°. Rezultă EPB = 
= EFC (cu suplementele congruente). 


d) Şi 


=> 


=) | ‘AP = EF (jumătăţi de segmente 
A EPB= A EFC, deoarece : congruente) 


(caz L.U.L.) PB =FC (A APB = A DFC pct. b) 
AN ~N 

EPB = EPC (pct. c) 

VI.G.10. Considerăm cunoscută propoziția „triunghiul în care două bisec- 


toare sînt congruente este triunghi isoscel“ și deci: A ABC este tri- 
unghi isoscel și anume (AB) = (AC). 
A 


Fig. VI.G.10. 
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CAZUL I 


AB 8 A 
BC 10 BC 5 5 
4 4 4 
AC ==. BC =) Å. BC +4 .BC + BC = 49 
5 5 5 
| 
13 Bc 49 =) Be =4 5y Be = 
5 13 13 
ipada n a oa 
3 5 13 
Verificare AC — AB < BC < AC + AB. 
CAZUL II / 
BC 3 5 E... 5 
SE oi Apr BO 3 49 BOL a BO BO 49 
AB 10 Fa Ia 09 al aaa 3 ) 


—1Î. BC =) BC= 49. = 14 Í BC=14; AB = AC 14: d) 
4 14 4 
Ar ago oa a a T 
=} AB =o Se verifică asemănător. 
VI.G.11. 


În A isoscel ABD (AB = BD) deoarece BFL AD =) AF = DF. 
Cum JF L AD =} A ADJ isoscel =) AJ = JD. Analog demonstrăm că 
AJ = EJ, deci DJ = EJ =} ADJE isoscel =) m(EDJ) = m(DEJ) = x°, 

Din A AJD isoscel şi A ABD isoscel =) m(EDJ) = m(BAJ) = = 
dca diferență de unghiuri congruente). Analog m(DEJ) = m(CAJ) = 
=r =) m(BAJ) = m(ĈAJ) = x° =} AJ bisectoarea BAC. 


Fig. VI.G.11. 
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VI.G.12. 
a 
) MP = NP|ambele sînt linii mijlo- 


cii în A ABC şi egale, de exem- 


A 
MPD = NPD (ipoteză) 


| 
A MPD = A NPD, deoarece : t plu cu i 
|o ni 
| PD comună 


De aici rezultă că: MD=DN. 


Fig. VI.G.12. 


- b) Ca A-ul isoscel ABC (AB = AC = 4 cm) să poată fi construit tre- 
buie, de exemplu ca: AB + AC > BC, adică 4 + 4> BC, deci BC <8 şi 
evident BC=f/ 0. Așadar O < BC < 8. Cu oricare două valori numerice 
reale, cuprinse între 0 și 8, de exemplu BC = 1 sau 3 şi AB=—AC=4, 


putem construi A ABC. 
c) Din ipoteză AB= AC, deci m(ÂBC) = m(ĂCB). „Re zultă di 
2 


-m(ÂBC) = 180° — m(BAC) şi deci m <~ (ABC) = 90 
AN 
cluzie unghiul ABC este ascuțit, adică 0 < m(ABC) <90 (mABC = 20° 


AN 
sau m(ABC) = 40°). p 
VI.G.13. Unghiul exterior dat nu poate fi decît de la vîrful triunghiului 
deoarece, dacă ar fi de la baza triunghiului, unghiurile interioare ale 
triunghiului şi care sînt congruente ar avea fiecare cite 150°, ori suma 


lor depăşeşte 180°. 
[AN AN AN 3 
Așadar, m(BAE) = m(B) + m(C) conform propoziției „într-un tri- 
unghi măsura unghiului exterior este egală cu suma măsurilor unghiuri- 


lor interioare neadiacente lui“ deci m(B) + mÒ = 30° ==) m(B) = 
= m(C) = 30”: 2 = = 15 (ipoteză, A ABC  isoscel). Deci m(B) = = 15; 
m(C) = 15° şi m(BAC) = 150° ca suplement al unghiului BAE. (Vezi 
fig. VI.G.13.) L 
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VI.G.14. 


deci : 
O ~ 
X = 30° =} x° = 30° | 
| 
yY 30° =} y? = 60° | Triunghiul în cauză avind un unghi 
9 | drept, este evident dreptunghic. 
Z. = 30° =} z = 90° l = 
N 180° — 40° 
VI.G.15. 1. În A ABC; m(BAC) = °: m(ÁBC) = m(ÂCB) = i F 


ci AB ; N PN, 

E ui = 70°. Dar DAB „exterior A ABC =} m(DAB) = m(ABC) -+ 
AN 
+ m(ÂCB) = 2- 70° = 140 ; dar AD = AC iC şi AC= AB (ipoteză) =) AD = 
az 2 

= AB =} A ABD este isoscel =) m(ADB) = m(DBA) = BIT — 

i - 

== — 20° deci m(D5ă == m(DBĂ) + m(ÄBČ) — 20° i 70° = 90° = 
=} A DBC dreptunghic în B. li | 


Fig. VI.G.15: 
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2. Se poate arăta în general că proprietatea este adevărată pentru 
At (e) 
orice A cu 0 < m(4)<180, În A ABC (isoscel) m(B) = m(C) Ler 
2 


unde x = mâ). În A BAD, m(ÉAD) (ca unghi exterior A ABC) = 
= m(B) + m(G = = 180° — x°. Tot în A-ul BAD, m(ÂBD) = — (A BAD 
isoscel — ipoteză). 

Rezultă : m(ABD) + m(ABC) = ae a 
unghiul DBC este dreptunghic oricare ar îi măsura unghiului A. 
VI.G.16. 


= 90°, şi deci tri- 


Fig. VI.G.16. 


AN 


AN IAN B 
a) În A BDF, m(BDF) = 90° (ipoteză), deci : m(BFD) = 90° — (7) x 
AN AN AN B 
Dar m(BFD) = m(AFE) (opuse la vîrf) =} m(AFE) = 90° — (7) 
PN 


În A ABE dreptunghic (ipoteză), m(ÁEB) = = 90° — m| ) (2) 


Din relația (1) și (2) =} m(ÂFE) = m(ĂEY) =} A AEF isoscel. 
PN AN ASN 


b) Dacă m(Ò = 30° =} m(B) = 60° atunci m(ÃEF) = 90° — 30° = 
= 60°. Știind că triunghiul isoscel cu un unghi de 60° este echilateral 
rezultă A AEF echilateral. 


VI.G.17. a) m(C) =15°; mj=q; mÒ =15°-q ; mÂ) = p-m(B) = 15°- 


-D*q, dar m(4) + mb) + m(G = = 180° ; 15° + 15°g + 15°pq = 180° (: 15) ; 
1+q+pq=12; q+pq=11; q0 +p)=11 =) q=1 şi 1+p= 
= 11 = p= 10 sau q = 11 şi 1l+p=i =} p= 0 imposibil, deoarece 
pEN*. Avem q =1 și p= 10. 


Fig. VI.G.17. 


AN AN AN AN 
m(C) = 15° ; m(B) = 15-1 = 15° ; m{A) = 15:10 = 150° =) m(B) = 
= mÔ = = 15° =} A ABC isoscel. 
În A ACD, mD) = = 90° ; m(DAC) = = 2: m(8) = = 2:15" = 30° (unghi 
exterior triunghiului ABC) =) D= (cateta ce se opune unghiului 


de 30%). Dar AC = AB =) CD = E 


VI.G.18. în A ABC, m(B) = 180° — (m(â) + mô) = 50°. 


7 a B 
În A A'NB, m(N) = 90° am = 90° — 25° = 65°. 


PR Ci A 
În A CA'M, m(CMă') = 90 — m (z) = m(M) = 90° — 35° = 55° =Y 


=} în A MNP, m(P) = 180° — (55° + 659 = 60°. 


Fig. VI.G.18. 


În A BNA, m(ABN) = m(7) = 250; m(NAB) = 90 — m(B) = 40 ; 
m(ANB) = 180° — (40 + 25%) = 180° — 65° = 1150, 
A AN AN 
VI.G.19. A AEI echilateral =) m(ÉIA) = 60° ; m(ÉIA) = m(DIB) (opuse 
la vîrf) =} m(DIB) = 60° (ipoteză). 
PN AN AN AN 
În A IDB, m(D) = 90° și m(DIB) = 60° =) m(DBÌ) = 30°, dar DB = 
= IBA (ipoteză), Se : (1) m(CBA) = 60°. . = p 
AN AR 
În A AIB, m(ÂTB) = =120 şi m(BĂ)=30 =) (m(ÂIB+ 
4 m(IBA) =} m(IAB) = 180° — 150° = 30° =} m(CAB) = 60° + 30° = 
= 90°. Așadar : (2) m(CAB) = 90°. 
Din (1) și (2) =} m(ACB = 30°. 


-- 
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Fig. VI.G.19. 


PN 
VL.G.20. 1. în A ABD : m(B) = 60° ; m(D) = 80 (ipoteză) =} m(A,) = 40° 
IN AN PN OAN 
dar A = A, (ipoteză) =} m(â») = 40° =) m(BAC) = 80°. A 
În A ABC : m{A) = 80° (demonstrat) şi m(B) = 60° =} m(C) = 40°. 
AN 
Deci : m(BAC) = 80° ; m(ACB) = 40°. 


[AN z AN 
2. M(ACE) = 90° şi m(ÂCB) = 40° =} m(BCE) = 50°. 


Fig. VI.G.20. 


[1N o AN AN 
În A DCE : m(CDE) = 80° (opus la vîrf cu ADB) ; m(DCE) = 50 =) 
=) m(DEC) = 50 =) A DCE isoscel = DC = DE. 
3. În A ADC :.m(4;) = 40° și mO) = 40° =} A'ADC isoscel =) 
=) AD = DC. p 


Din AD=DC şi DC = DE =} AD = DE. 
VI.G.21. a) În A ABA': AD — înălțime (AD L BC ipoteză) AD — me- 
diană AD = DA! (ipoteză) =} A ABZ isoscel =) m(ABA') = m(AA4A'B) = 
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SEA mO (ipoteză). Dar ATB exterior A AA'C =} m( ATB) = mâ») -+ 


L m= Â; m= GEG; m= mÀ; 


mA = = 2. £. mÒ . Aşadar : m=. mÔ . 


În A ABC înlocuim în egalitatea : m(â) -+ m(B) + mÒ = 180 ; 


£ mH mÂ m(0) = 180° Ems 180; m(O = 180- Š; 


AN Š AN 7 AN AN 8 AN 
m(C) = 30° ; m(B) = -30° ; m(B)= 70° ; m(A) a -30° ; m(A) = 80°. 


A 


8 2 g C 


Fig. VI.G.21. 


b) In A ABC: m(4)=90% =} mB) + m = 90°. pS 
Raționamentul _c de la punctul a) ne conduce la: m(ABA') = 
= m( AAB) = m(A AÙ) = mÔ ; i 


mõ = MĂ + mÂ; m= 5 + mÂ; m= 45+ mÂ; 


m(B) — mÒ) = 45°, 


Aşadar : m(B) + mÔ = = 90° şi m(8) — mÒ = = 45. Adunăm mem- 
bru A TERY cele două egalități. Err 2m(B) = 135° ; m(B) = 


=>. Rezultă : mÉ) RET | 


mÔ 2 45° 


97 


VI.G.22. a) 


AD = AB ipoteză, construcţie 
AC = ZAE ipoteză, construcție 


| m(DAÙ) = m(BAE) = 60° + 
+ m(BAG) 


A ADC= A ABE, deoarece : 
(caz L.U.I-.) 


Rezultă : DC = BE. 
E 


D 


8 C 
Fig. VI.G.22. 


b) B BMC exterior A CME ; m(BME) = m(MEE) PR mECĂ) = = (60° — 
— m(ÁEB)) -+ (60° + m(ACD)) = 120°, deoarece m(AEB) = m(áCÒ) con- 
form punctului a). 


VI.G.23. Dacă m(4) = 90” atunci D = A, şi se contrazice ipoteza D € AC. 


Dacă mA = 60° atunci BD este bisectoarea unghiului ABE și con- 
trazicem ipoteza, nemaiexistînd punctul E € AC. 

Dacă m(A) > 90° atunci punctul D se află pe prelungirea segmentu- 
lui AC şi contrazicem din nou ipoteza D € AC. 

Rămiîne ca măsura unghiului A să fie 0*<m(A4)<390% şi 


PN 
m(A) = 60°. 


Fig. VI.G.23. 


Din ipoteză AB = AC =) m(8) = mÒ). 
În ABCD: n =) mO+ m(DBČ) =9 =) 3- te. cl 


4x° = 90° ; 1° = 90° :4; x° e, deci : m(B) = m(C) = m(AÂ) = 
O 
= 180° — 2. = , adică: m(A) = 45°. 
VI.G.24. 
1. AB= AC şi BM = AN =) AM=NC. 
BC = BC 
A BNC = A CMA, deoarece : N AN Sa p 
(caz L.U.L.) m(A) = m(C) = 60° (ipoteză) 
AM = NC 


Fig. VL.G.24. 


2 Din congruența precedentă rezultă : mB) = = mÔ); dar m) 4- 


+ m(C2) = 60° =) m(Bi) + m(C,) = = 60° şi cum unghiul NPC este unghi 
exterior A BPC =} m(NPC) = 60° 


Observație : Concluzia nr. 2) putea fi formulată astfel : „arătați că 
în ipoteza dată, măsura unghiului NPC este constantă. 


VI.G.25. a) m(NPC) = 60° (vezi problema VI.G.24.). 

b) Fie punctul R intersecția prelungirilor segmentelor MN şi BC. 
Deoarece mN. NRC) = = 30 “(ipoteză) atunci A RNC este dreptunghic în N de- 
oarece m(RCN) = 60° (ipoteză). Dar şi A MNA este dreptunghic în N 
deoarece m(AMN) = 30° (m(AMN) — m(RMB) = 180° — 30° — 120° = 30° 
şi m(MAN) = 60°). 

În aceste condiții, triunghiul dreptunghic MNA are un unghi de 30°. 


Conform proprietății : „dacă într-un triunghi dreptunghic un unghi este 
de 30°, atunci cateta care se opune acestui unghi este jumătate din ipo- 


tenuză“, deducem că » (1) AN = . Cum AN = BM (ipoteză), rezultă (2) 
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AB — AN 
2 

ei membri de același număr de ori ; de exemplu să mărim ambii membri 

ai egalităţii (2) de două ori. Obţinem : (3) 2- AN = AB — AN, adică (4) 


3- AN = AB şi deci (5) AN == i 


AN = . Știm că o egalitate rămîne adevrată dacă mărim ambii 


Fig. VI.G.25. 


VI.G.26. a) În A dreptunghic BAM. : mA) = 90° — m(M4). 
În A dreptunghic CAN : mA) = 90° — mi). 


= 
m(BAC) 


AN 
PN 
Dar m(M) = Pee) (ipoteză) şi mN) ea BOGZA) 


; sta d Pas PN AN 
Din toate aceste condiții rezultă m(A,) + m(42) + m(BAC) = 90° — 


AN 

ÉA i BA ~ 
SR meo y 90° — maso + m(EAÙ) = 180° = m( MAN), deci M, A, N 
coliniare. 

X 


Fig. VI.G.26. 
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b) 
BC = BC 
AN AN 
m(MBC) = m(NCB) (= 90° + 
A BMC = A CNB, deoarece : + m(8) = 90° + m(G) 
(caz L.U.L.) MB = NC (A MBA = A NCA, 
| dreptunghice, catetă, unghi) 
i AN AN AN N 
Rezultă : MC = NB, dar și BMC=CNB precum şi BCM =CBN. 
c) 


AN AN 
BMD = CND (demonstrat 


Li 

A MDB = A NCA, deoarece : | la punctul a) 

4 MB = NC (demonstrat 
(caz U.L.U.) 

| la punctul a) 

AN [AN 
| MBD=NCD 
AN AN AN 
ca diferențe de unghiuri congruente ; m(MBD) = m(MBC) — m(NBC) şi 
AN 
m(NCD) = m(NCB) — m(MCB) demonstrat. 
Rezultă că: BD = DC şi ducînd DE L BC, deoarece A BDC este 

isoscel rezultă : BE= EC. Deci în A DBC, DE este mediatoarea laturii 


BC. Dar şi A ABC este isoscel, deci mediatoarea laturii BC care este DE, 
trece și prin vîrful A. Ori mediatoarea AE fiind și bisectoarea unghiului 
AN 


BAC, urmează că DE AE. 
VI.G.27. a) 
NM A M 


B C 
Fig. VI.G.27. 
AM = AN (ip.) 
AB = = AC (ip. ) 
NAB = MAC C pentru că : 


A AMC = A ANB, deoarece : 4 NAB = ABE (alterne interne, 
(caz (L.U.L.) | secanta AB) şi 


MAC = ACB (alterne interne, 
secanta AO), ori 


ABC = ACB (ipoteză) 
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>= AN 
Rezultă ÁBN = ACM; ANB = AMC şi în special MC = NB. 


b) ( BC=—BC (latura comună) 
| MC = NB 3 (pet. a) 
BCM = = EBN pentru că : 

m(BCM) = m(ÂCB) + m(ÁCM) 

AN AN [AN 
m(CBN) = m(ABC) + m(ABN), 

N ~ . v 

însă : ACB = ABC (ipoteză) 
AN AN 
ACM = ABN (pct. a) 


A BMC = A BNC, deoarece : | 
(caz L.U.L.) | 
| 
| 


Rezultă : BMC = ČNB; MBC = NCB şi în speda MB = N 
c) În A MNP, PA este mediană (ipoteză). „Cum mANB) = = m(AMC) 
AN 
(pct. a) și (BNC) = m(BME) (pct. b) =) m(MNP) = m(NMP) (deoarece 
AN AN ~N AN 


AN 
m(MN P) = m(ÂNB) — m(BNC) şi m(NMP) = m(AMC) — m(BMC)). Deci : 
A MPN — isoscel =} PN = PM, atunci mediana PA este și înălțime: 
PA 1 MN, dar MN || BC (ipoteză) =} AP L BC. 


=> 
d) Deoarece AM = AC (ipoteză) =} A AMC isoscel =} AMC= 
= ACM. Dar Al AM = AN V (ipoteză) =) AN = AC =) A ANC isoscel =) 


= ANC = ACN, dar ÂNC = NCB (alterne interne) deci ACN = NCB =} 
=} NC bisectoarea unghiului ACB. 


_În AAMC avem m(MAC) = 180 —2-m(M), iar în ANAC, 

m(ÄAC) = 180° — 2-m(N). 
AN AN AN PN 

Deci : m(MAC) + m(N AC) = 360° — 2(m(M) + m(N)). 

Cum m(M AC A+ mÑ ÀC) = = 180° (adiacente şi suplementare) =} 
=} 180° = 360° — (mM) +m m(N)) =} 2(m(M) + m(N)) = 180%, adică: 

l mM) + m(N) = 90° =} (NP) = = 90°, deci NC L MC. Sau A și mai sim- 

plu: în A MNC avem : 2m( + 2m( = = 180°, deci m(M) + m(N) = = 
= 90%, adică m(MCN) = 90°. Rezultă : NC L MC. 


pad pS . . . N 
VI.G.28. Să notăm pentru simplificare m(BMD)= x. Cum AM = AE 
(ipoteză) rezultă că triunghiul AME are două unghiuri congruente, adică 


şi m{AEM) = x°. Cum unghiurile AEM și DEC sînt opuse la vîrf, rezultă 
m(DEC) = x°. 

În A BDM, mb) = = 180° — (m(8) + x9). În A CDE, mb) = = 180 — 
— (mÒ -+ x°). Cum B= C din ipoteză, deducem că m(D,) = mD». Dar 
unghiurile D; „Si D» sînt suplementare, fiind și congruente (demonstrat) 


rezultă că m(D,) = = m(D) = = 90°, adică dreptele MD şi BC sînt perpendi- 
culare, ceea ce este tot una cu ME L BC. 
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Observaţie : Condiţiile din textul problemei : „se ia pe prelungirea 
laturii AB...“ cît şi „E între A şi C“ sînt esenţiale pentru obținerea con- 
cluziei“ „ME L BC“. Verificaţi aceasta, rezolvînd problema : „Într-un 
triunghi ABC (AB = AC) se ia pe dreapta AB segmentul AM = AE unde 
E aparţine dreptei AC. Să se arate că ME L BC sau ME|BC“. 


Fig. VI.G.28. 
VI.G.29. 
a) Notăm în A ABC mb) = =) mA = = 60-4 x° ; cum mÂ -+ 
+ m(B) +- m(Q) = 180° =} m(G = 180° — (m(A) + m(B)), adică : m(G = 
= 180° — (x° + x° + 609 = 2- (60° — x9). | 
În ACAF: mÔ) = m() = 600 —a0 şi mA = 60+ =) 


=} m(ÁFČ) = 1800 — (m(Ĉ) + mA) = 180° — (60% — a* + 60° + 25) = 
= 60°. Deci : : m(AFC)= 60° =} m(CFB)= 180° — 60° = 120° =) 
=) m(CFK) = = 60° =) A AFC = A KFC, (caz L.U.L.) =} AC=CK și 


mQ) = = m) =) CF L AK (în triunghiul isoscel, bisectoarea unghiului 
necongruent este și înălțime relativă bazei triunghiului). 


Fig. VI.G.29. 
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b) Din CT L AK, în A ACK (AC=CK) =) AT=TK. (În orice 
triunghi isoscel bisectoarea unghiului necongruent este înălțimea și me- 
diana relativă bazei triunghiului). 


c) În A ATF (m(ÂTF) = 909) ; (m(ÂFI) = 609) =} m(EAI) = 30°. 


VI.G.30. 
Ă N, AN PN AN 
a) În A BIC: m(BIC) = 180° — (m(B2) + m(Co)) ; (BIC) = 180° — 


ml) a m|| . m(5IG — 180° — mo e) 
În A ABC : m(A) = 90° (ipoteză) =) m(8) + mô = 90°. 


Fig. VI.G.30. 


Din cele afirmate pînă acum rezultă m(ÉIČ) = 180° — mo = 180° — 


— 45° = 135°, deci : m(BIC) = 135°. 
PN PN 
Pe 
b) Din m(BIC) = 180 — El e) şi faptul că în A ABC: 


PN 
180 — m(A) , 


mí) T m(O = 180° — mÂ), rezultă m(ÉIČ) = 180° — 


m(BIE) = 180° — 90° +=) , deci : m(ÉIC) = 90° + =) 


c) MI || BC şi. secanta BI =) L= (alterne interne) dar b= É 
(ipoteză) =} 1 = B =} A MB! - — isoscel şi anume MB = MI. (1) 
NI |] BC şi secanta IC =} 1z = Q} (alterne interne) dar C, = C, (ipo- 
teză) =} =Q, =} A INC — isoscel şi anume IN = NC. (2) 
Adunăm (1) şi (2) : MB+ NC = MI +IN ori MI + IN = MN. 
În concluzie : MB + NC = MN. 
d) AM -+ AN + MN = AN + AM + NI + IN = (AM + MD) + 
-+ (4N + NI) E Spot 1) pita (din 2) (de la punctul c). 
ezultă = 
+ ac 20 Sri ei Clic RIA cai i AR 
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VI.G.31. a) Din ipoteză AB= AC. Tot din ipoteză triunghiurile drept- 
unghice și isoscele BAD și CAE Sînt congruente, deoarece : AB = AD = 


= AC= AE, iar m(BAD) = m(CAE) = 90° (construcţie). Deducem că 
A ADE este isoscel și anume AD = AE adică: 


A~ AN 
1) MOR = m(AED), (proprietate caracteristică a triunghiurilor 
isoscele) dar şi 


2) m(EDĂ) = m(EBĂ) = = 45°. 
Adunînd : membru cu cu membru cele două egalităţi deducem : 


3) m(5DE) = m(CED) și deci triunghiul FDE este isoscel și anume : 
FD = FE. 


Fig. VI.G.31. 


b) Cum FD= FE, comparăm triunghiurile DAF şi EAF. Constatăm 
că ele sînt congruente (L.L.L.). Cum în triunghiuri congruente la laturi 


congruente se opun unghiuri respectiv congruente deducem că F; = Fo 
(vezi desenul și notația). Urmează ca în triunghiul isoscel FDE, FA este 
„bisectoarea unghiului DFE adică este și înălțimea relativă laturii DE 
(proprietatea bisectoarei unghiului necongruent dintr-un triunghi isoscel). 
În concluzie FA L DE. 

c) Să evaluăm unghiurile triunghiului NDF. Procedăm de exem- 
plu astfel : 

Triunghiul FBC este isoscel ‘deoarece FB = FC (au lungimile egale : 
FB = FD — BD iar FC = FE — CE demonstrat în etapele precedente). 


Urmează că: m(ČB = = 180° — (60° + 45) = 180° — 105° = 75° = m(BCÒ. 
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AN ~N 
Deducem : m(DFE) = 180° — 150° = 30°. Cum FA este bisectoarea DFE 


AN 
(demonstrat) rezultă m(DFN) = 15°. 
Măsura unghiului DNF o calculăm astfel: triunghiurile DNF şi 
ENF sînt congruente (L.L.L. din construcție și demonstrațiile prece- 


dente). Aşadar DNE =ÉNF şi atunci: 2-m(DNÈ) = 360° — 60° = 300° 
(suma măsurilor tuturor unghiurilor adiacente două cîte două desenate 


AN 
cu vîrful în jurul unui punct este egală cu 360°). Urmează că m(DNF) = 
= 150°. 


1AN 
Rezultă imediat și măsura ultimului unghi al A NDF : m(NDF) = 
= 180° — (150° + 15°) = 180° — 165° = 15°. 
Aşadar A NDF este isoscel şi anume DN = NF. 


Cum A DNE este echilateral și are perimetrul egal cu 21 cm (ipo- 
teză), rezultă DN = 7 cm şi deci NF = 7 cm. 


VI.G.32. 


AN AN 
Notăm în A dreptunghic ABC m(4)= 90, m(B) = 1° şi mO = 
= y? =} x° -~ y° = 90". În A MDB isoscel (într-un A dreptunghic media- 
na relativă ipotezei este jumătate din ipoteză): DM = BM, unghiurile 


congruente sînt MBD = MDB (= 2). Unghiul DMA este unghi exterior 
A DMB. Distingem următoarele cazuri : 


C 


a A M B 
Fig. VI.G.32. 
a) Discuţie prealabilă : Dacă m(DMA) = = 90° =) m(DMA) = = 2x = 
= 90° =} x° S ) AC = AB. 
b) Dacă MDMA) > 90° =} 2x° > 90° =} x> 45° =} AC > AB. 
c) Dacă m(DMA) < 90° paz x° < 45° =} AC < AB. 
Cum în ipoteză m(DMA = = 120° > 90° rezultă că + AC> AB. 
Rezolvare : În triunghiul dreptunghic ADB m(D) = 90°, DM este 


mediană (ipoteză). Deducem că Du ==, adică DM = MA = MB şi 
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AN 

deci triunghiul MDB este isoscel. Cum m(AMD) = 120° (ipoteză), rezultă 
că m(DMB) = 60° (unghiurile AMD şi DMB fiind adiacente și suple- 
mentare). Ori, un triunghi isoscel cu un unghi de 60° este echilateral, 
deci m(B) = 60°. În triunghiul dreptunghic ABC, unghiurile B și C sînt 
complementare, rezultă m(C) = 30°. 

Triunghiul ADC fiind dreptunghic (ipoteză) și avînd măsură unghiu- 
lui C de 30° (demonstrat), rezultă că în acest triunghi latura AD care 


se opune unghiului de 30° C este jumătate din ipotenuza AC, deci AD = 


AC Cum AC = 10 cm (ipoteză) urmează că AD=5 cm. 


=d 


VI.G.33. Notăm de exemplu triunghiul ABC şi presupunem m(Â) = 50° 


AN 
iar m(B) = 60°. Rezultă m(C) = 70°. Construim CD, bisectoarea unghiu- 
lui C (fiind unghiul cu măsura cea mai mare — ipoteză) și apoi con- 
struim o paralelă la bisectoarea CD care să treacă prin punctul A (vîrful 
A fiind virful unghiului cu măsura cea mai mică — ipoteză). Notăm 
această dreaptă XY. 


xX 


Fig. VI.G.33. 


AN PN 
Se observă că : C, = A, (unghiuri alterne interne ; secantă i dreapta 


AC, paralelele : dreptele XY și CD, ipoteză). Deducem m(A;) = m(C,) = 
= 35°. Așadar paralela XY formează cu latura AC un unghi de 35. 


PN 
Rezultă imediat : m(A2) = 180” — (50° + 35%) = 180° — 85° = 95° (în jurul 
unui punct și de o parte a unei drepte care trece prin punct sînt 180%). 
Așadar paralela XY formează cu latura AB un unghi a cărui măsură 
este de 95° (unghi obtuz) sau 85° (unghi ascuţit). Deoarece XY nu este 
paralelă cu BC, unghiul ascuțit dintre XY și BC este egal cu 180° — 
— (60° + 85°) = 180° — 145° = 35°. 
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VI.G.34. a) 


m(BEA) = m(M EA) = = 90 
PE = EM (ipoteză) 


A AEM = A AEP, deoarece : 
AE = AE (latură comună) 


(cazul L.U.L.) 
AN AN 
Rezultă AM = AP (1) dar şi MAE = PAÈ. 
AN AN 
meS = m( FQ) = 90° 


MF = FQ (ipoteză) 


A AMF = A AQF, deoarece : 
AF = AF (latură comună) 


(cazul L.U.L.) 
AN AN 
` Rezultă AM = AQ (2) dar şi MAF = QAF. 


C 


Fig. VIG.34. 


Din (1) şi (2) =} AP = AQ. (Tranzitivitatea relației de congruență), 
așadar A APQ este isoscel. 
, AN AN AN N ~“ 
b) Știm că MAE = PAE şi MAF = QAF, demonstrat = m(PAQ) = 
AN 


= 2- m(BAÙ) ; mÂPĂ) = m AQP) = 100 — MPAG) — go — TPAO — 
= 90° — m(ÉAÙ). 


c) A APQ este isoscel (demonstrat). Presupunem A APQ echila- 
teral =} m(PAQ) = 60° =) m(ÁPù) = m(4Qb) = cera = 60° = 
= 90° — m(ÉAC) =) m(ÉAÙ) = 30. 

d) P, A, Q co coliniare dacă mA) = 180° = m(BAg = = 90° (din 
demonstrația m(PAÈ) = mA) și MAX) = mGA. Deci m(PA0) = 
= 2m(BAČ) =) 180° = 2. EAT) =) m BAT) = 90°. 


108 


4 


e) PQ este minimă cînd AP = AM = AQ este minimă. Aceasta se 
realizează cînd AM L BC, deci atunci cînd în A BAC, M este piciorul 
înălțimii duse din A pe latura BC. Altă rezolvare : În A PMQ, EF este 


linie mijlocie (PE= EM și QF= FM din ipoteză) și deci EF ="2, Deci 
minimul lui PQ are loc odată cu al lui EF. Însă EF = AM (AEMF drep- 
tunghi, diagonale ale dreptunghiului) =} AM minimă cînd AM L BC. 
VI.G.35. a) Din AF L BC şi ME AF deducem : AF este și bisectoarea lui 


AN AN AN 
BAC (AB=AC ipoteză) =) m(FAE)= 20° + 60° = 80° = m(FAD) şi 
deci : 


A ADM = A AEM, deoarece : | 


AM = AM (latură comună) 
(cazul L.U.L.) 


AD = AE (ipoteză) 
A 


8 £ C 
Fig. VI.G.35. 
Rezultă că DM = ME. 
AN AN 
b) Cum A ADE — isoscel (ipoteză) şi m(DAF) = 80° = m(F AE) =) 
=) în A DAE AF — bisectoarea unghiului DAE dar şi înălțimea relativă 
laturii DE, deci AF L DE. Dar AF L BC (punctul a). Rezultă DE || BC. 


AN 
VI.G.36. Din ipotezele : {F} = BE NCD şi AB = AC şi DE || BC =} ADE = 
AN i 


= AED (corespondente) adică A ADE este isoscel și anume: m(ADE) = 
= m(AED) =} AE = AD =) EC = DB (diferenţă de segmente congruente). 


Fig. VI.G.36. 


109 


DB = EC (demonstrat) 
BC = BC (latură comună) 
AN AN d 
DBC = ECB (triunghiul A ABC 
isoscel — ipoteză) 


Așadar A DBC= A ECB, 
deoarece : 
(cazul L.U.L.) | 


AN AN AN AN AN AN 
Rezultă că BDC = CEB =} FDE =FED (m(FDE)= m(BDE)— 
AN AN AN AN 
— m(BDO), iar m(FED) = = M(CED) — m(CEB)) =} A FDE isoscel și anume 
AN 


AN AN 
FD=FE. Cum FED = FBC (alt. int.) şi FDE = FCB (alt. int.) rezultă 
că și A FBC isoscel și anume FB = FC. 
Observație : Triunghiurile BFC şi DFE sînt isoscele şi în cazul în 
care punctele D și E sînt luate pe prelungirile laturilor AB şi AC, astfel 
încît DE || BC. 


VI.G.37. a) PI = RI = QI (distanţele de la un punct de pe bisectoare la 
laturile unghiului sînt congruente). În A BIC, m(B-) + mC) = 180 — 
— 120° = 60 =) în A ABC, m(ABC) -+ m(ACB) = 120° =) m(BAC) = 
= 180° — 120” = 60”; m(A4,) = m(A) = 30 =) în triunghiul dreptun- 
ghic AIP (ipoteză) PI = = 6 cm, ca fiind cateta ce se opune unghiu- 


lui de 30°. Așadar PI = RI = QI = 6 cm. 
N Pas PN PN PN 

A b) A BMI — isoscel pte. din B, = B, (ipoteză) şi B = I; =} Bi si 

= L, (ipoteză) =} MB=MI (1) dar și A NCI este isoscel căci C} = C3 


(ipoteză) şi Co = I, (alt. int. ipoteză) =) QG =I, =) NC=NI (2). 
Din (1) şi (2) rezultă MB + NC = MN. 


Fig. VI.G.37. 


VI.G.38. a) În MDN avem DA — mediană (ipoteză), apoi deoarece în 
A BAC, MN este bisectoarea exterioară a unghiului BAC (ipoteză), ur- 
mează că este perpendiculară pe dreapta AD, care în A BAC este bisec- 
toarea interioară a unghiului BAC (proprietate cunoscută). În aceste con- 
diții DA este în A MDN, mediană și înălţime =} A MDN isoscel (pro- 
prietate) și anume MD =ND. 
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b) 


| — mÁMB) = m(ÁND) | 
| conform punctului 

A AMB= A ANE, deoarece : a precedent 

(caz U.L.U.) | => AM = AN (ipoteză) i 


AN 

— m(MĂB) = m(NAE) = | 

AN 
= 90° — m(BAC) : 2 

Din această congruenţă ne interesează în mod special AB = AE. 


c) În A ABE avem AB = AE (de la punctul b) și m(ÉAD) = m(BAE) 
— ipoteză, deci în A isoscel ABE bisectoarea AD este şi înălțime: 
AD L BE. 


6 D 
Fig. VI.G.38. 


d) Din AD L MN şi AD L BE =} BE || MN conform prepoziției : 
dacă două drepte intersectate de o secantă formează unghiuri interne 
şi de aceeași parte a secantei suplementare, atunci dreptele sînt paralele. 

PN 
VI.G.39. a) Notăm de exemplu m(B) = x° =} mÔ) = 2%" (ipoteză). Din 
AN AN AN AN AN 
EF — bisectoarea AED =) mAEF) = m(AED) : 2 dar m(AED) = m(ACB) 
AN 
(corespondente, ipoteză). Cum m(ECD) = m(ACD) : 2 = x° =) m(AEF) = 
= m(ECD) = x° =} EF |] DC. 
b) În A BDC, m(BDC) = 180° — 2x° (ipoteză). Dai 
AN 
În A DEC, m(DEC) = 180 — 2x° (ipoteză) =} BDC= DÈC. Din 
AN 
EF || DC (ipoteză) =} ADC = AFE — corespondente. 


Fig. VI.G.39. 
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AN AN AN 

c) În A DBC avem: m(DBC) = m(ACB) : 2 = m(DCB) =} A DBC 

AN 
— isoscel. 

1AN => AN LAN 

Ín A EDC avem : m(DCE) = m(ACB) : 2 = m(AED) : 2 = m(FED) = 

= m(EDC) (alterne interne) =} A EDC isoscel. 
ALN AN 

În FDE : m(FED) = m(AED): 2 =r. Dar m(F Dă) = m(4BÒ = z 
(corespondente). Rezultă deci : FED = FDE =} AFDE — isoscel. 
VI.G.40. A A’A”B' — isoscel; deoarece: A'A” = AB (A ABA” = 


= A A”A'A — U.L.U., latura AA” fiind latura comună și din care re- 
zultă A'A” = AB şi AA' = BA”) și A"B' = BB — BA” = AC — BC = 


AN 
= AB =) A'A” = A“B', =) m(A'B A”) = BISE m(B' 474”). 


Fig. VI.G.40. 


Apoi, AC'C“B' — isoscel; deoarece: C'C”=BC (A BCC = 
=AC'C'B — U.L.U. — latura comună fiind BC’. Din această con- 
gruență rezultă C'C”=BC şi BC”=CC") şi C”B’ = BB' — Rr = 
= AC— CC => = AC — AB = BC =) CC=C"B' =) mC BI c”) = 

AN AN SN => 
= m(B' (BTC). Dar m(4' B'A”) = m(B' A'A”) = m(B'A'C’) + m(C"A' A”) şi 
AN 
m(C ET) = mB CT) = m(B'Că') — m Aa CC). 

__ Evaluăm_ suma : m(A“B' EA”) + mCP C”) = mE AC") -+ m(B' CA’) 
(OE A” = A C'’C” — alterne interne). 

N 

m(A’ EC’) = m(B' AC’) + m(B' OA’) =} m(A'B'C") = 90°. 

Dacă punctul A se găseşte între B și C, propoziția rămîne adevărată. 

Triunghiurile isoscele sînt: A CC” A’ şi B'B”A' — în continuare, 
analog cu precedenta. 

VI.G.41. 
MD = MD 
| BD = DC (în A ABC isoscel (ipo- 
A MDB = A MDC, deoarece : teză) AD — înălțime şi mediană) 
> 
(cazi GIC) m(MDB) = m(MDE) = 90° 
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In AMDB: DN — înălțime; în A MDC: DP — înălţime, iar 
A MDB = A MDC (demonstrat) =) DN = DP (înălțimi corespunzătoare 
ipotenuzelor în triunghiuri dreptunghice congruente). 


A 


Fig. VI.G.41. 


RECIPROCA : Fie M un punct de pe înălțimea AD a unui triunghi 
ABC şi distanţele DN şi DP la BM și respectiv CM. Știind că DN = DP 
să se demonstreze că A ABC este isoscel. 

Demonstraţie : 


A MDN = A MDP, deoarece : 
(caz I.C.) 


MD = MD 


m(MND) = m(MPD) = 90% 
DN = DP — ipoteză 


N N AR = d 
Rezultă : BMD = CMD =} (1) MBD= MCD (complementele lor în 
triunghiurile dreptunghice MBD respectiv MCD fiind congruente. 


(2) AMB= AMU (suplementele lor fiind unghiurile congruente BMD 
şi CMD). 
Din (1) și (2) rezultă că: 


AM = AM | 
BM = MC (A MBC — isoscel din 
A AMB = AAMC, deoarece : | (1)) 


(Gaz AMB = AMC (din (2)) 
Rezultă : AB = AC, deci A ABC — isoscel. 


VI.G.42. DIRECTA : În patrulaterul AFEG avem mâ) ii mG + mE) + 
+ m(F) = 360°. Dar din ipoteză: m(4)=90; m(G)=90; m(F)= 


= 90° =} m(E) = 90°. 
În A AEE' : AF L EF şi E'F=FE definiția simetricului unui punct 


față de o dreaptă (ipoteză) =} A AEE’ isoscel. Notăm m(ĂRE) = 
= mM(AEE’) = x°. (1) 


š Apoi în A AEE” avem: AG L EF” şi EG = GE” (analog cu prece- 
denta) =} A AEE” —  isoscel. 'Notăm : m(AEG) = mAE'G) = = y’. (2) 
Din (1) și (2) =} m(E EÈ E”) = x° + 4°. Dar mE E E”) = 90° (demon- 


strat) =} x°- y°=90. Evaluăm m(EAÈ”) + m(EAÈ’) = (180 — 22%) + 
+ (180° — 2%) = 360 — 2(1° + 37). Cum x° + y° = 90° (demonstrat) re- 


zultă : m(ÉAÈ”) + m(EÂE) — 180° =} punctele E, A, E” sînt coliniare. 


% 


SS 


E 


Fig. VI.G.42. 


RECIPROCA : Stim Ec propoziția directă că A AEE’ — isoscel și 
anume : m(ĂEĂ BR) = m(AEE')=— ax” şi A AEE” — isoscel și anume: 


Pai 
m(AE”E) = m(AEE”) = y°, iar despre punctele E', A, E” — coliniare 
reciprocei (ipoteză). 


=> AN => 

În A E'EE”, mE EE”) + m(EE“E'") + m(E'EE”) = 180. Și folosind 
notaţiile simplificatoare : r- +y Hrt +y = 180 ; 200 + 2y? = 180° =} 
=) ° + y = 90° =) m(E EÈ”) = 90°. 

În patrulaterul AFEG : m(A) +7 mP) -+ mP) + mâ) = = 360°, 
mA) -+ 90° + 90° + 90°= 360° =) m(Â) = = 90%, și deci A osie este a 
tunghic în A. 
VI.G.43. Rezolvarea A: 

Vom construi B şi vom presupune m) = = qT’ ; apoi A şi conform 


ipotezei m(A) = 2x°. Bisectoarea unghiului A, determină A ADB — isos- 
cel (ipoteză) Şi anume: _— 

(1) mĂBb) = m(BAD) = x°. Cum DE||AB (ipoteză), rezultă că 
ABD = EDE (unghiuri corespondente congruente) şi deci: 

(2) m(EDE) = 20. Pe de altă parte AD este unghi exterior triun- 
ghiului ADB Și deci : 

(3) m(ADO)= 27%. 

Din (2) şi (3) rezultă că DE este bisectoarea unghiului ADC. Așadar 


DE fiind mediană în A ADC (ipoteză) dar și bisectoare (demonstrat), re- 
zultă că A ADC este isoscel (conform proprietăţii caracteristice : „dacă. 
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într-un triunghi o mediană ă este și bisectoarea,. atunci triunghiul este 
isoscel“) și tata Dac = ACb, deci : 


(4) m(C) = Tr. Scriind că în A ABC suma unghiurilor este egală cu 
180° obținem : m(B) + mA) + m6 = = 180°, adică x° + 2x° -+ x° = 1300 
şi deci 4x° = 180° ; urmează ca : 

(5) z? = 45°, În concluzie măsurile unghiurilor triunghiului ABC 


sînt : m(Â) = =— 90* ; m(8) = 45; mo = 45° (A ABC este dreptunghic şi 
isosce]). 


Fig. VIL.G.43. 


Observaţie : Cunoștinţele folosite în rezolvarea problemei au fost, 
în ordinea învățată : proprietăţi ale triunghiurilor isoscele ; despre drepte 
paralele intersectate de o secantă ; despre suma unghiurilor unui triunghi. 

Problema se poate rezolva mult mai simplu folosind şi alte cunoş- 
tințe cum ar fi : teorema liniei mijlocii într-un triunghi (teorema directă 
și reciprocă) sau proprietatea medianei relativă ipotenuzei -dintr-un 
triunghi dreptunghic (teorema directă și reciprocă). Astfel : 


Rezolvarea a Il-a:. f | 

În A ABC, DE fiind paralelă cu AB și E fiind mijlocul laturii AC 
(ipoteză) rezultă că este linie mijlocie (reciprocă). Deducem că BD= DC. 
Urmează că în A ABC, AD este bisectoarea (ipoteză) şi mediană (de- 
monstrat) deci A ABC e este isoscel şi anume AB = AC (proprietate carac- 
teristică) aşadar B= € Cum mÊ) = x° rezultă că. şi. mO = = mA) 
fiind 2x° (ipoteză) deducem prin calcul că x= 45°. Aşadar A ABC are 


măsurile unghiurilor astfel: m(4) = ==.90° ; m(8) = = 45; m(Cy = == 450 
(A ABC este dreptunghic și isoscel). 


Rezolvarea a III-â : 


Triunghiul ADB este isoscel (ipoteză) şi anume : (1) AD = DB. Am 
văzut că ED este linie mijlocie în A ABC (prin reciprocă) adică: (2) 
DB = DC. Prin tranzitivitatea relaţiei de congruenţă deducem : (3) AD = 
= DB = DC. Conform reciprocei : „dacă într-un triunghi lungimea me- 
dianei este jumătate din lungimea laturii corespunzătoare, atunci triun- 
ghiul este dreptunghic și anume unghiul drept este opus l; laturii pe care. 


PN 
se duce mediana“) rezultă. că A ABC este dreptunghic în A, deci m(A) = 
= 905, m(8) = = 45, m(O = = 45° (A ABC este dreptunghic și isoscel]). 
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AN 
VI.G.44. a) Fie MPN AC = {R}. În A ANR există m(NAR) = 60° (ipo- 
teză) ; ANR = MNB (opusă la vîrf). Din MB=BD şi BD = fZ — BN 


AR 
(ipotezeie problemei) =} BN=MB =) în A MNB isoscel, m(MNB) = 
AN 
— 180° — m(MBN) _ 180° — (180° — 60%) — 30° =} m(ANRÈ) = 30°. Atunci 
m(ARÑ) = 180° — (60° + 30° = 90° =} MN L AC. 


b) În A AMC, AD L MC (ipoteză) și MR L AC (demonstrat) =) 
=) {P} =MR NAD — ortocentrul A-ului AMC, =} CP L AM. 


Fig. VI.G.44. 
VI.G.42. Considerăm : 


A DBC= A CAD, deoarece : 
(caz L.L.L.) 


„=> Pasi 
Rezultă : BDC = ACD (1). 


DB = AC (ipoteză) 


| DC — latură comună 
BC = AD (ipoteză) 


Fig. VI.G.45. 


A DAB = A CBA, deoarece : 
(caz L.L.L. ) 


Rezultă : DBÀ = CAB (2). 
Notînd cu O intersecția diagonalelor, avem : DOÙ = AOB (unghiuri 
opuse la vîrf). În A DOC — — isoscel (1), m(DOČ) = = 180° — 2m(DCO). În 
AN AN ~ 
A AOB — isoscel (2), m(4ÔÈ) = = 180° — 2. m(OAB). Cum DOC = AOB =} 
AN 
=} DCÒ = CAB =) DC || AB. 


DB = CA (ipoteză) 


| AB — latură comună 
AD = BC d râu șa 


116 


VI.G.46. A ABD= A ACE (caz L.U.L.) deoarece: AB=AC (ipoteză), 


=> 
AD = AE (ipoteză), BAD = CAE (ipoteză) =) BD =CE şi BC = DE =) 
=} DECB — paralelogram. 


j A E i JA ao E ca E ar 
| pin faptul că ABD A A ACE y ABD = ACF dar ABC= ACB 
(ipoteză) =} DBC = ECB =} DECB — dreptunghi, ceea ce justifică cons- 


trucția propusă. A ADE isoscel (ipoteză) =} m(ÁED) == (180°— 20°) : 
: 2 = 80”. 


Fig. VL.G.46. 


Apoi : 
AB = AF (ipoteză) 
A ABD = AFE, deoarece : AD = AE (ipoteză) 
AN 
(caz L.U.L.) m(BAD) = m(FAE) = 20° (ipoteză) 
AN AN AN AN 
Rezultă : m(AEF) = m(ADB) = 10° rezultă m(DEF) = m(AED) — 
— mAEF) = 80° — 10° = 70°. 
VI.G.47. a) AM = 2MC şi PC =2AP =} segmentul AC — împărțit în 
trei părţi egale de punctele P și M, astfel încît: AP = PM = MC. 
Considerăm : | 
BM = MN (ipoteză) 
A BMC = A PMN, deoarece : MC: = MP (demonstrat) 
(caz L.U.L.) BMC = NMP (opuse la vîrf) 
AN 
Rezultă : PN = BC şi MPN = MCB (alterne interne) =} PN || BC, 
sau : considerăm patrulaterul BCNP cu diagonalele BN şi PC. Dar BM = 


=MN şi PM= MC =} BCNP este paralelogram =} PN|įBC şi 
PN = BC. : 
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b) Notâm AB = zx, AC = y. Din ipoteză: 
==) 6x + 9y = 20x — 5y (=) 9y + 5y = 20x — 6x (=) 


2x- 3y _ 
4x — y 


Fig. VI.G.47. 


Deci în ipotezele punctului (b) A ABC este isoscel, şi într-un tri- 
unghi isoscel se poate demonstra că înălțimile corespunzătoare laturilor 
congruente sînt congruente, deci BB’ = CC’, unde BB’ şi CC’ sînt înăl- 
timile A ABC, B’ € AC şi C’ € AB. 

Observație : Dacă în teorema „într-un triunghi isoscel înălțimile 
corespunzătoare laturilor congruente, sînt congruente“, înlocuim cuvîn- 
tul „înălțimile“ cu cuvintele „medianele“ sau „„bisectoarele“, obținem pro- 
poziții (proprietăţi) adevărate, adică noi teoreme relative triunghiurilor 
isoscele. Se demonstrează că și propoziţiile „reciproce“ ale acestora sînt 
tot „.proprietăţi“ ale triunghiurilor isoscele — deci proprietăţi „,caracte- 
ristice“ ale triunghiurilor isoscele. 


VI.G.48. Fie patrulaterul BCPM : BM |! PC (ipoteză) și MP || BC (ipo- 
teză) =) BCPM paralelogram ; R intersecția diagonalelor =} MR = RC 
şi BR= RP (proprietate în paralelogram). De asemenea PC = BM (pro- 
prietate în paralelogram) = MA (ipoteză). Considerăm patrulaterul AMCP 
cu AM||PC şi: AM = PC (demonstrat) =} AMCP este paralelogram. N 
— intersecţia diagonalelor =} MN = NP (proprietate în paralelogram). 


Be 


- Fig. VI.G.48. 
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Fie A MPC : MN = NP IÐ şi MR = RC (demonstrat) =} NR — linie 


AN 
mijlocie =} NR || PC =) MRN = MCP (corespondente). (1) 
Fie A MCB : MR= RC şi BS = SC (demonstrat) =} RS — linie 
mijlocie =) RS = BM =) SRC= BMC (corespondente). (2) 
Dar BMCP — paralelogram (demonstrat) (BM || CP) =} BMC = MCP 
(alterne interne). (3) 


Din (1), (2) (2), (3) = SRČ= MRN. 


Deci : SR şi MRN sînt congruente şi au latura MR şi RC în pre- 
lungire =) NR şi RS sînt în prelungire =) N, R, S — coliniare. 

Observaţie : După ce am stabilit că patrulaterele BCPM și MCPA 
sînt paralelograme, şi că punctele R și N sînt intersecțiile diagonalelor 
acestor paralelograme, rezolvarea problemei putea să continue astfel : 

În A MCP, NR linie mijlocie, deci NR || PC. 

În A CMB, RS linie mijlocie, deci SR || MB. 

Cum PC||MB, BCPM fiind paralelogram =} NR||RS, așadar 
punctele N, R, S — coliniare. 


VI.G.49. a) 
A AME = A BMC, | AM = MB (ipoteză) „ata „aa 
deoarece : ME = MC (ipoteză) =} EAM = MBC 
(caz L.U.L.) EMA = BMC (opuse la vîrf) 

b) | 

A ANF = A BNC, | BN = NEF (ipoteză) u at 
deoarece : AN = NC (ipoteză) =} FAN = NCB 
(caz L.U.L.) ANF = BNC (opuse la vîrf) 


Cum EAF = m(ÉAM) + m(BAC) + m(NĂF) = m MBO) + 
-+ m(ÉAC) -- m(NCB) = 180 =} E, A, F sînt coliniare. 


C 


E 


Fig. VI.G.49. 
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Altă rezolvare : b) Patrulaterul AEBC este paralelogram, deoarece 
diagonalele AB și EC se îmjumătăţesc =} AE || BC (1) 

Patrulaterul FABC este paralelogram deoarece diagonalele AC şi 
FB se înjumătăţesc =} AF || BC (2). Rezultat care împreună cu (1) =} 
=) AE || AF =} A, E, F coliniare. 

c) DIRECTĂ : Din m(4BC) = 90° şi CN=NA (BN mediană) =} 
=} BN = CN conform teoremei : „Într-un triunghi dreptunghic mediana 
relativă ipotenuzei este jumătate din lungimea ipotenuzei.“ 

RECIPROCĂ : Din BN mediană în A BAC, şi BN=CN =) BN = 

AN 
= AN. A BNC isoscel: m(CBN) = m(BCN) == T ABNA  isoscel: 
m(ABN) = m(BAN) = 9f. Calculăm : m(BNC) + m(BNA) = 180° — 2x° + 
+ 180° — 2y° =} 180° = 360 — 2(x° + y?) =} x° + y° = 90°, deci A ABC 
dreptunghic în B. 


VI.G.50. Fie A ABC: AM = MB (ipoteză) şi BN = NC (ipoteză) =} MN 


— linie mijlocie =) MN || AC, MN = 5 Ă (1) 
Fie AADC: AQ = QD (ipoteză) și CP = PD (ipoteză) =} QP— 
linie mijlocie =) QP|| AC, QP = = (2) 
Q D 
A 
P 
M 
g PY, C 
Fig. VI.G.50. 


Din (1) şi (2) =) MN || QP și MN =QP =} MNPQ — paralelo- 
gram. 

Pentru ca MNPQ să fie dreptunghi trebuie ca să aibă în plus un 
unghi de 90° de exemplu (MN L QM). Dar MN || AC şi QM || DB deci 
trebuie ca AC L DB. Deci diagonalele patrulaterului să fie perpendicu- 
lare, deci patrulaterul să fie ortodiagonal. 

Pentru ca MNPQ să fie pătrat trebuie ca în plus de cazul prece- 


dent, de exemplu MN = QM. Dar MN = T QM = = (ca linie mijlo- 


C 
de în ADB) =) = = z 2a =} AC= DB deci patrulaterul ABCD 
trebuie să aibă diagonalele perpendiculare și congruente. 
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VI.G.51. DIRECTĂ : Dacă AD||BC şi AB||DC şi AM =MB şi DM = 
= MC atunci: 


AM = BM (ipoteză) 


| AD= BC (laturi opuse A 
paralelogram) B 


DM = MC (ipoteză) 


A ADM = A BCM, deoarece : 
(caz LLL) | 


cum m(ADM) Ir m(BCM) = 


| m(ADM) = m(BCM), 
=) 
= 180 =} m(ĂDM) = 902 


D M | C 


A 8 


Fig. VI.G.51. 


RECIPROCĂ : În figura VIGs1, presupunem ABCD dreptunghi. 
Dacă AD|| BC şi AB|| DC și m(ADC) = 90° şi DM = MC, atunci: 
| | AD = BC (laturi opuse | 
A ADM = A BCM, deoarece : în dreptunghi a 
(caz L.U.L.) m(ADM) = m(BCM) = 90° 
DM = MC (ipoteză) 
=) AM = MB 


VI.G.52. Ducem : PT|| AC, (TE BR) =} PQRT este dreptunghi de- 
oarece are laturile paralele două cîte două: PQ||RT şi TP||RQ şi 


[AN 
m(PQR) = 90° (ipoteză) =} RQ=TP şi TP L BR. 


( BP (latură comună) 
| m(BTP) = m(BSP) = 90° 
AN AN 
Apoi : | m(BPT) = m(PBS), (deoarece : 
A BTP = A PSB, deoarece: 4 BPI = BCR (alterne interne, 
(caz I.U.) | paralele PT şi CR) 
AN AN 


și BCR = PBS ca unghiuri ale 
A ABC isoscel) 


Rezultă că: TP = BS, dar TP = RQ (demonstrat), deci BS = RQ. 


121 


Fig. VI.G.52. 


VI.G.53. 


[| EA=AB (ipoteză) 
| AC=GA (ipoteză) 
AN Pe 
EAC = BAG (deoarece : 
Pas AN 
i m(EAC) = m(EAB) + 
AN ~, 

| + m(BAC) = 90” -+ m(BAC) şi 
| 
| 


A EAC= ABAG, deoarece : 
(caz L.U.L.) 


~ A~ 
m(BAG) = m(CAG) = 90° + 


[A~ 
+ m(BAC)) 
Rezultă că EC = BG. 


G 


Fig. VI.G.53. 
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2. În triunghiurile AEM şi NBM avem : Ass ABN (demonstrat) 
M, = Ma (ca opuse la virf). Cum în A AEM m(ÁEČ) -+ m(M) = = 90° =) în 
A NBM, m(ABN) + m(M2) = 90 şi deci m(MNB) = 90° =) EC L BG. 
VI.G.54. În A ABC: 
a) A'C' — linie mijlocie =) A'C' || AC, A'C = ac 3 
A'B’ — linie mijlocie =) A'B' || AB, A'B’ EA 


Dar AC = AB (ipoteză) =) A'C=B'C =} A A'B'C — isoscel. 


Fig. VI.G.54. 


b) 


AC’ = ABP’ (jumătăți de laturi 
IE congruente) 
A AC'A'= A AB’ A’; deoarece : | A'C = A'B' (punctul a) 


(caz îl) AA” = AA” (latură comună) 


Rezultă CAA = B'4A =} AA’ — bisectoare CAB. 


Observație : Alt enunț relativ la problema propusă : Fie ABC un 
triunghi și A’, B’, C’ respectiv mijloacele laturilor BC, AC şi AB. Triun- 
ghiul ABC este isoscel dacă şi numai dacă A A'B'C' este isoscel. Sau: 
Triunghiul, A'B'C' este isoscel.dacă și numai dacă A ABC este isoscel, 

Rezolvaţi aceste probleme. 
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VI.G.55. 
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a) : 
AM = MB (ipoteză) 
AN AN 


| BAP=BMN (corespondente, 
A AMP = A MBN, deoarece : | ipoteză) 
| 


(caz U.L.U.) AMP = MBN (corespondente, 
ipoteză) 
Rezultă câ: AP= MN. 
b) : 
| AP= MN (punctul a) 


A AMP = A NPM, deoarece : MP — latură comună | 
(caz L.U.L.) | APM = PMN (alterne interne, 


ipoteză) 
Rezultă AM = NP. 


NP — latură comună 
Peas AN AN 


AN 
MNP = CPN (MNP = MAP 


AN AN 
(punctul b) şi CPN = MAP, 


| 
| deoarece : în A AMP şi A PNC 
A MNP = A CNP, deoarece : 


AN AN 
(caz U.L.U.) APM =PCN — corespondente 


AN AN AN 
şi AMP = MPN = PNC) 
AN AN 
MPN = PNC (alterne interne, 
ipoteză) 
Rezultă : MP = NC. 
d) 


AM = NP (punct b) 


A AMP = A NPC, deoarece : AMP = PNE (punct c) 
(Caz L.U.L.) MP = NC (punct c) 


Rezultă AP= PC. 
e) Din a) şi b) (tranzitivitatea congruentei triunghiurilor) =) 


=} A MPN = A NBM =} MBNP paralelogram (definiţie) =} MP = BN. 


Din c) =) MNCP paralelogram (definiție) =} MP = NC =} MP BC. 
2 


Observație : Triunghiul MNP (M, N, P fiind mijloacele laturilor 


triunghiului ABC) se numește triunghi medial sau complementar față 
de triunghiul ABC. 


VI.G.56. 


a) 


BC = CF = CA = AD (ipoteză) 
AN AN 
BCF = DAC d | BCF = CAD pentru că 
= , deoarece : i , 
(Caz L.U.L.) | m(BCE) = 60° + 90 = 150° și 
m(CAD) = 60° + 90 = 1500 
Rezultă BF = CD. 


B ` C 


Fig. VI.G.56. 


b) DB= GC (diagonale în pătrate congruente), sau A DAB = 


= A GAC fiind A dreptunghice şi isoscele AD = AB = AG = AC, de unde 
rezultă DB = GC (1). 


În patrulaterul DBCG, evaluăm măsurile unghiurilor DBC şi GDB, 


astfel : 
AN 
TDBE) = m(DBA) -+ m ABČ) = 40° + 60° = 105° 
mGDB) = m(GDA) + m(ÁDÈ) = 30° + 45° = 75° căci în A isoscel GDA 
(ipoteză) m(GDA) = (180° — 1209. : 2 = 30°. 


Cum m(BBE) + m(GDB) = 105° + 75° = 180°, rezultă că dreptele 


DG şi BC intersectate de secanta DB sînt paralele (2). Aşadar din (1) și 
(2) rezultă că patrulaterul DBCG este trapez isoscel. 
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CLASA A VII-A 


REZOLVĂRILE ȘI REZULTATELE PROBLEMELOR 
PENTRU CLASA A VII-A 


VII.A.1. a) Obţinem succesiv : 27:1113 — 3333 = 33.1113 — 3333 = 
= (3:111)— 3333 = 0. 

b) Avem succesiv: (— 1)” (— 1) + (— 1)” (— 1} 4+ (— 1} (— 1} = 
= — (— 1) + (— 1} — (— 1)" = — (— 1)”. Mai departe, dacă n este 
număr natural par obținem — 1 iar dacă n este număr natural impar 
obținem 1. 

c) Obținem succesiv : 2” + (— 1)”.2” : 2” = 2” + (— 1)”. Pentru n 
număr natural par obținem 2” 4+1, iar pentru n număr natural impar 
obținem 2" — 1. 


VII.A.2.  Obţinem: 72” -} 97.3.87.2 + 81.8.9n = 72" . (1 + 6 + 8) =15k, 
unde k = 72. : 


VII.A.3. Imediat: N = 6” + 21.32.34 2”. 37.32? = 6” (1 + 3 + 9) = 
= 13.6”. i 


VII.A.4. Fie p un: număr prim. Presupunem că :. n? + n + p = 1984, 
adică n(n + 1) + p = 1984. Cum n(n + 1) este par, rezultă că p trebuie 
să fie par, deci p = 2. Rămîne că n(n + 1) = 1982 ceea ce nu are loc 
pentru nici un număr natural n. 


VII.A.5. a) Produsul este zero într ucît pentru x = 37, apare factorul 
37 — 37 = 0. 

b) Ecuația (x — 1) + (x — 2) +.. pi (x — 50) = 25 este echivalentă 
cu ecuaţia 50x —(1+2+4+34+...4+ 50) = 25 cu soluţia x = 26. 

Am obținut 1+2+3+.. . +50 = +50 + (2 +49 +.. .+ 
+ (25 + 26) = 50. E = 1275. 

c) Pentru x = 0, avem (— 1)(— 2) . . . (— 50) = 1-2-3... 50 deoarece 
sint un număr par de factori. 

Pentru x = 51 produsul este : 50.49...2.1. 


VII.A.6. Presupunem că numărul este impar. Atunci fiecare a.+b;, 
i€ (1, 2,...,n) este impar, deci a și b: au parități diferite. Rezultă 
că numărul "numerelor pare este egal cu cel al numerelor impare ceea 
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ce contrazice faptul că numărul total al numerelor a;, i€ (1, 2,... n} 
este impar. 


VIL.A.7. Fie numărul xy. Avem EU a sau x= 5y. x€ {1, 2, 
z-+-y 3 
3,.... 9} implică y = 1 și, deci, x = 5. Aşadar, numărul este 51. 
VII.A.8. Avem 10x + y= 2zxy sau y= a ai DU ran pă AR 
2x — 1 2x — 1 
DEP 1. Anale E 5 + . y EN implică 2x — 1 divizor al lui 5. 
2x—1 2r—1 2x — 1 


Rezultă x = 3 și y = 6, adică numărul 36. 


VII.A.9. Rezultă b- c = 6 sau b+ c= 16. : 

1) b+c=6; a+ c{={b şi necesitatea ca a€ {1, 2,...,9}, b,c € 
€ (1, 2,..., 9). Rezultă numărul 4511. 

2) Dacă b+c=—16 şi celelalte condiţii de la 1) rezultă numă- 
rul 1977. 
VII.A.10. Avem: y E fumul PRE 2+ i și ținem cont că x, y E€ N. 

dx — 3 2x — 3 

Numerele sînt 37 şi 61. 


VII.A.11. a) Avem : ab = 4(a + b) sau 10a + b = 4(a + b) sau 2a — b = 
= 0. Se obțin numerele 12, 24, 36, 48. 


VII.A.12. 


S = (abc + bca + cab) + (acb + cba + bac) = 111(a +b +0) + 
+ 1ll(a + b + c) = 222(a + b + ©). 
b) Să observăm că : 6 < a+ b+c < 24. Rezultă 1 332 < S< 5 328. 


VII.A.13. abcd = dcba implică a = d. 

103a + 102b + 10c -+ a = 103a + 102c + 10b +a implică b =c. 

Deci abba = 10012 + 110b = 11 (91a + 10b) ; 91a + 10b = 11 pentru 
orice cifră a și b și 91a + 10b = 121 pentru a = 1 şi b = 3. Rezultă deci 
că numărul nu poate fi pătrat perfect, dar poate fi cub perfect (în cazul 
numărului 1 331). 


Observație : Se poate arăta că nu există valori pentru a și b astfel 
încît 91a -+ 10b = 11x? oricare ar fi zx. 


VII.A.14. Fracția se scrie succesiv : 
157:3 + 157-25 + 157:6 _ 150-256) — (3 în 34 
127.2 -4 127.34 12.12  12n(24+3-4+ 12) a 17 


VII.A.15. Aplicăm proprietatea fundamentală a șirului de rapoarte 
egale. Obţinem, ținind cont de ipoteză : 


ytz _ z_@—ytuytəatz_ rt 3 


B RO cai a a e aa ai, . 


În continuare, din 
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In m 


POSES. £ 
VII.A.16. Amplificăm raportul = cu x”, T2 cu z,, ş.a.m.d. — cu x? 


și aplicăm proprietatea fundamentală a șirului de rapoarte egale. 


9 i 
VIL.A.17. Fie x, yEN numitorii celor două fracţii. Avem SE ai Aaa 
x y 
1; 1 1 
=> = —— şi, ținînd cont de ipoteza —=——, numerele. veri- 
TY 40 * xY 
fică relațiile : x + y = 13 şi xy = 40. 40 = 23.5 implică faptul că nume- 
rele pot fi 5 și 8; 4 şi 10 sau 2 și 20. Observăm că 5 și 8 sînt numerele 
care satisfac simultan cele două condiţii. 


VII.A.1$8. a) Pentru n număr natural par se obţine Lpi 1 =2 iar 
— 2 7 
——+1=0. 
F 


b) tits ANI că oricare ar fi k natural (par sau impar), 


7- JE +14 Ta 1) +2 = 0. În continuare, pentru p-++3 par adică 


pentru n impar 


A — 3 aaa 1, pentru p+ 3 impar, adică p = 25, obținem va- 
loarea — 1. 


VII.A.19. 
a) k=—par avem E(x) = r? — 3x + 2 — xr? — 6x + 4 = — 9r + 6. 
k = impar : E(x) = — x? + 3x — 2 + 1? + 6x — 4 = 9x — 6. 
Deci : pentru k = par E(V2) = — 9V2 +6; E(— V2) =9V2+ 6 
pentru k = impar E(V 2) = 9/2 — 6 ; E(— V2) = — 9V2 — 6. 
b) ma = 9 V2, iar mg = y (9 V2 — 6) (9V2 + 6) = V126 = 3 V14. 
Deci : 


2 1 _7___3V2+h4 _V283+V7 
ii R 3 V2 aia 6 6 


VII.A.20. Pentru n și m de aceeași paritate obținem : 


iar pentru n şi m de parități diferite obținem : 


P SORE F) 
73 V5 V7 
VII.A.21. a) Aplicăm definiția modulului unui număr real: |x|=z 
dacă x > 0 şi |x] = — x dacă x <0 şi faptul că: x2 =] z|. 
Rezultă : 
V2—|—2|4-V2—14+3—V8=0. 


5) Avem: ~s + Ve —IP—lallzl-t+ | —2i-lzj=l alt je— 
—1]|+2|z|. Pentru x= — 2, avem: 24+|—3]|4+2|—2 |=9. 


131 


VII.A.22. Avem succesiv: 
= VA Va 2—3 + V VZ+ Va VZ+ 13) = 
=V y2- V3} Vap VZ+ Văz= V2—V31 +I VZ+ V3 =V3— VZ+ 
+V2+V3=2V3. | 
În continuare 25 = (2 V3)6 = 26. 35 = 26.33 — 1 728. 
VII.A.23. 


FED TE TE (V2—1)+ (V3 —V2) + Wa—V3)=1€EN, 


deci pi pa falsă. 
V 5—3 — 2} + Vi14— 6V5 = 45—224 l e — V5 = 
=|V5—2|+13— V5|=V5—2+3—V5=1 €N, 


deci p» este adevărată. 

Ultima cifră a numărului 5n+ 7 este 2 sau 7 oricare ar fi nEN, 
deci nu poate fi pătratul unui număr (a cărui ultimă cifră poate să fie 
0, 1, 4, 5, 6 sau 9). Deci p3 este adevărată. 


VII.A.24.  Obţinem succesiv : 
9 19%86(7 — 4 |/3)1986 
[7 4 4V3)1986 + (7 + 4/3)1986]. 2547 — 43) — 
= [(7 + 4V3) (7 — 4/3); 2% = 1. 


VII.A.25. Avem x? = 344+ 2145 şi y2= 58. r? > y2? deoarece: 34 -+ 
+ 2V145 > 58 este echivalent cu V145 > 12 sau 145 > 144. Deci x >y. 


VII.A.26. A = 0 deoarece (| 4- a 2) 4 — 4 — V15)2 = (V82; 
4+4—2V16—15=6; 8—2=—86. 


VII.A.27. a) Deoarece 10 —V193 < 10 + V19 şi sint numere pozitive avem 


V 10 —Vi9 <i 10-479 adică | 10 — 19 o — | 104/9 <0 deci a < 0. 
b) a? = 10 —V19— Au pl la [da 
c) Deoarece a <0 şi a = 2 avem a = — V2 și deci (a + V 2)1% = 0. 
VII.A.28. Avem 
Vk +1 — Vk = — 


; 1 
V+ ai [k+ k> 1 
Fracțiile au a numărător şi ordinea este dată ce valoarea 


numitorilor. Cum evident Yk + Vk +1 C2Vk < Vk+k+1; rezultă 
următoarea ordine crescătoare a numerelor date : 


Vk FI —Ve;- Ves Ve Vei: 
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VII.A.29. Utilizăm formula : 


— 


VA + VB = Z za culac unde C? = A? — B. Obţinem : 
pape (+ (2) r =6 + 
pe 0 € Q sau observăm că (| 2 + Taul PR /3)' = 62 = 
= (V6)? . | 


VII.A.30. De exemplu, f: (—2, 0, 2) —) (0, 2, 4), f(x) =— x+ 2- cu 
graficul : 


Fig. VII.A.30. 


VII.A.31. Obţinem următorul grafic : 


Fig. VII.A.31. 


VII.A.32. f(1)=11, f(2) = 13, f(3) = 17, f(4) = 23, f(5) = 31, deci numere 
prime. 


Avem f(n) = n(n —1)+ 11 care. se poate scrie ca un produs de 


factori diferiți de 1 dacă n = 11 sau dacă n — 1 = 10. Obținem, res- 
pectiv numerele f(11) = 11.11 = 121 și f(12) = 11:13 = 143. 
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VII.A.33. b) Există n = 2 pentru care f(2) = 8 şi nu este prim. 


amo eo] iH pi + > 


oricare ar fin EN ca o sumă de numere pozitive. 


VII.A.34. b) z=—y implică x = 2x + 3, deci x = — 3, deci punctul de 
coordonate (— 3, — 3). ; 


Observaţie : În general avem ax -+ b = x sau (1 — a)x = b ecuație 
care are soluție unică pentru a41, nu are soluție pentru a= 1 şi 
b -Æ 0 sau o infinitate de soluții pentru a = 1 și b = Q. 


În consecință : se deduc funcțiile cu un singur punct cu coordona- 


tele egale (numit şi „fix“), cu o infinitate de puncte fixe sau cu nici un 
punct fix. 


VII.A.35. Graficul lui f este următorul: 


(-3,-5) 


Fig. VII.A.35. - 


VII.A.36. a) Punctul (1, 7) aparținînd graficului implică f(1) = 7. Cum 
1 E€ (—1, + œ), rezultă m + 2 =7, adică m = 5. 
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VIIL.A.37. a) —2C(— œ, 2] deci a(— 2) + 5 = 4, de unde rezultă a = 


; 3E (2, + o) deci — 2-3 + b = 4, de unde rezultă b = 10. 


> | = 


b) Graficul funcției este următorul : 


Fig. VII.A.37. 


c) Punctele de pe axa 0x au ordonata nulă. Pentru x < 2 obținem 
(e + 5 = 0, x = — 10 deci punctul (— 10, 0). Pentru z> 2 obținem 
— 2x +10 = 0, x= 5 deci punctul. (5, 0). 

VIL.A.38. a) 4€(1, + œ), deci —2(4) + m = —5, m = 3. 


- b) Pentru x€ (— o, 1] inecuația este x < 0 cu soluția x E (— o, 
Pentru zE(1, + œ) inecuația este —2r+ 3 <0. cu soluția 


xe 2, + o) (1, +o)=(5, +o] Aşadar inecuația f(x) < 0 este 


T! 


VII.A.39. Deducem că intersecția graficului lui f cu axa 0x este punctul 
A(— 6, 0), intersecția graficului lui g cu axa 0x este punctul B(2, 0), 
iar: intersecția dintre graficele lui f și g este punctul C(— 2, 4). Triunghiul 
ABC este dreptunghic şi isoscel. 

-` Într-adevăr, dacă C’ este proiecția pe Oz a lui C, atunci C’ (—2,0) 
este la mijlocul segmentului AB, deci triunghiul este isoscel, CA =CB ; 
triunghiul AOD, unde D este intersecția graficului lui f cu axa Oy este, 
evident, isoscel şi dreptunghic. Deci unghiul CAO are 45°. Așadar, un- 
ghiul „de la vîrful“ triunghiului isoscel ACB este de 90°, deci graficele 
lui f şi g sînt perpendiculare în C. i, 


satisfăcută pentru x € (— o, 0] u| 


VII.A.40. Abscisele punctelor A și C indică domeniul de definiţie : in- 
tervalul [— 3, 3]. Fie G graficul lui f : [— 3, 3] =) R, f(x) = ax + b. 
a, bER. A, B, CEG implică f(— 3) = 0, f(0) = 3, f(3) = 0. i 
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f(—3)=0 „a |—30rb=0 a 
E (= ie =3 m 
CRA EOE 

J0 = 3 e a 

| =0 (O barian 
TI =a 

x+ 3, x€ [— 3, 0) 
— x + 3, x€ [0, 3] 


Pe [— 3, 0] avem: | 
Pe [0, 3] avem : 


Avem f: [— 3, 3] —) (0, 3], f(x) = | 


Fig. VII.A.40. 


VIL.A.41. a) f(1)==4 implică a = 2. 


bý Trebuie să existe implicaţia : „x > 5 implică x < an ceea ce 


are loc dacă şi numai dacă — > < 5 de unde rezultă a > — 10. 


c) Nu, deoarece funcția este strict crescătoare (are coeficientul lui 
x pozitiv) şi, deci, oricare ar fi a ia şi valori pozitive. 


VII.A.42. 1. Oricare ar fi y= x — 1985, f(y) =5. Avem deci func- 
ţia f : R—) R, f(x) = 5, al cărui grafic este o paralelă la Oz la distanţa 
de 5 unități. 

r 2. Oricare ar fi y = x — 1985, g(y) = y. Avem, deci funcția g:R—) 
—) R, g(x) = x al cărei grafic este o bisectoare a CSS xOy. 


VII.A.43. 
AD EAVD=a+ b+ aV3+ b= al + VD+ 2 (1) 
fa +V) =a +V2+b (2) 


Din (1) și (2) și din ipoteză rezultă b = 0. Deci funcțiile sînt dé 
forma f(x) = ax, funcții al căror grafic trece printr-un același punct : 


(0, 0). 
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VII.A.44. Funcția este, dealtfel, determinată ; pentru orice număr rear 
1 — x = y, se obţine unicul număr real 4 — x. Notînd 1 — x = y obținem: 
formula f(y) = y + 3. Funcția este deci f : R —Y R, f(x) = x+ 3. 
Coordonatele punctelor (x, x) sînt soluțiile ecuației f(x) = x. În ca- 
zul de față x-} 3=x{x nu are soluții, deci nu există asemenea puncte.. 


VII.A.45. Să observăm că f este o funcție „de gradul I“. 

Într-adevăr dacă y = —2 x + z , atunci f(y) = 3y + 1 deci funcția: 
este f : R —}) R, f(x) = 3r + 1. 

Lăsăm pe seama cititorului reprezentarea ei grafică. 
VII.A.46. Determinăm mai întîi f(1) dînd lui x valoarea 2 în relația din» 


ipoteză. Avem f(1) = 6 — 8 — f(1) de unde 2f(1) = — 2, f(1) = — 1. Deci :: 
f(x — 1) = 3x — 7 sau f(x — 1) = 3(x — 1) — 4, deci f(x) = 3x — 4. 


f(0) = —4 deci A(0, 4) nu aparține graficului lui f ; ș.a.m.d. 
VII.A.47. a) Pornind din membrul stîng obţinem: 
zh pf = (EP H (PP = (2 F yY — 2r? = [(x — y)? — 21y]? — 2x?y?:. 

b) Punînd a = x + y și b = x — yY observăm că avem : 

4a? — 4ab + b? — 2z? = (2a — b} — z2? = (2a — b — 2) (2a — b + 23). 
VII.A.48. x?- y?= 290 este echivalentă cu (x -+ y)? — 2xy = 290 sau,. 
tinînd cont de ipoteză, xy = 143 = 11-13. Așadar, numerele căutate sînt. 
ll şi 13. 
VII.A.49. 
P(X) = (X* — X?) + (1X? — 7) = (X? — 1) (X? + 7). 
Factorul X? + 7 este pozitiv oricare ar fi valoarea reală z a lui X fr 


zP(x) = 0 este echivalentă cu gz(x?— 1)(x?+7)=0 de unde rezultă: 
= 0 sau r? — 1 = Q0 cu soluţiile x € {— 1, 0, 1 


VII.A.50. a) Pentru orice x€R, notăm x— 2=y și obținem P(y) = 
= y? + 3y care reprezintă valoarea polinomului P(X) = X? 4+ 3X îm 
punctul y. 


b) Q(X) = X? — 2X. 
c) S(X) = X? — 3X + 2. 
VII.A.51. 2) y = [(x + 3) + (x — 3)? = 4x? > 0, oricare ar fi x ER. 


VII.A.52. a) Fie, de exemplu, numerele naturale consecutive 5k — 2. 
Sk —1, 5k, 5k+1, 5k+2, kEZ. Obţinem: (5k — 2)? + (5k — 1) + 
+ (5k)? + (5k + 1)2 + (5k + 2)? = 125k? + 10. 

b) S = 5(25k? -+ 2), deci pentru ca S să fie pătrat perfect ar trebui: 
ca 25k2-+ 2 să fie multiplu impar de putere a lui 5. Dar k? are ca termi-- 
nații numai pe 1; 4; 5; 6 sau 9. Deci 25k? + 2 se termină în 2 sau 7.. 
În concluzie 5(25k2-+ 2) = S nu poate fi pătrat perfect. 
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Altfel, mai simplu, dacă 5(25k2? 4 2) ar fi pătrat perfect ar rezulta 
că 5 ar divide pe 25k? 4+ 2, adică 5 ar divide 2, imposibil. 


VII.A.53. Fie n număr natural, n > 1. Avem: 
(n — 18} +n + (n+ 18 = (n— 1} (n — 1) +n? + (n + 1) "E 1) = 
— 3n3 + 6n = 3n(n? + 2). 


VII. A.54. Fie x— 1, x, rA+1l, x€Z numerele întregi consecutive. Tre- 


buie ca: (x — 1}? HH (rt 1 1 877 sau x? = 625, de unde rezultă 
numerele : 24, 25, 26 şi — 24, — 25, — 26. 


YII.A.55. 1. Avem: 
(3 x x| x) + 02Vzy + 6Vy) = 23 + V2) + 2V y de 3) = 
= (VT+ 3) (e + Vy). | 
2. (9x + 4y + 12Vazy) — 1 = (3V x + 2V y — 1 = (3V t + 
+ 2y — 1) (3Vx + 2y +1). 
3. 1? — (Vy — 1} = (£ — Vy + 1) (@ + Vy — 1). 


VII.A.56. Relația din ipoteză se scrie echivalent : (a2 — 2a V2 + 2) — 
+ (b? — 2b 3 + 3) = 0 sau (a — |2)? + (b — V 3) = 0, adică o sumă de 
pătrate nulă de unde rezultă că fiecare termen al sumei trebuie să fie 
nul. Aşadar, a—V2=0 şi b— V3 = 0 deci a = Y?2, b = V3 și în conti- 


muare, înlocuind valorile lui a şi b se verifică imediat egalitatea de 
demonstrat. 


VIL.A.57. Avem: E(x, y) = (25y2 — 10xry + x)? + (4x? — 4x + 1) = (5y — 
— qx) 4+ (2x — 1) o sumă de pătrate care are valoarea minimă zero. 
atunci cînd fiecare termen este zero. Rezultă x SE ȘI y = a; 


10 
VII.A.58. Avem: 


(x — 2) [( — 2} + (x — 2} + (z — 2) + 1] = 
= (x — 2) (x — 1) (x2? — 4x + 5). 


VII.A.59. 
E = (a — b? (a — b — a — b) = —2b(a — b} > 0 ; 
S F = (a + b} (a + b + a — b) = 2ala + b)? < 0. 
Deci : E> F. 


VWII.A.60. Scriem, de exemplu: c — a = (c — b) — (a — b) şi obţinem: 


a2(b — c) + b?[(e — b) — (a — b)] + ca — b) = 
= [a?(b — c) — bY{b — ¢)] + [ca — b) — b2(a — b)] = 
= (b —.c) (a? — b2) + (a — b) (c? — b3) = (a — b) (b — c) (a + 
-+ b — c — b) = (a — b) (b — c) (a — c). 
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VIL.A.61. Arătăm că / 17 — V145 + / 17 + V145 > V10. Inesalitatea 


[ cae e = 

este echivalentă cu (| 17 — V145 + [17 + /145)) > (V10)? adică 34 + 
+ 2:12 > 10, ceea ce este adevărat. 

VII.A.62. Numerele întregi x verifică, deci, relația x? < (3 — V2)? adică 
—3<+V2 <x <3— 2. Rezultă pentru x valorile: —1; 0; 1. 
VII.A.63. 


` 


(0,01 ~ 0.99) -+ (0,02 =+ 0,98) +- . . . + (0,49 + 0,51) + 0.50 _ 


A = n 
| sro 6ra 

— 4950 L 4 95, 

10 j 


VII.A.64. Avem: 
A = |V3—2|4+|V2—31+1V34+V2|=2—V3+ta— 
—\V2+V3+ V2 =24+ 13. 
B= |a= a+ lar er 3—2 Nia H 


+ Vă aaa 
Deci: A =B. 


VII.A.65. Obținem : o 
n= | e—2! 04 V+ Ve ae Vo Zara 
— Vă 4—2 V3 +e V= Va Vae VAHI 


i —V3=1. 
VII.A.66. 
a) N=3—V/54+34+ /54+2V/9—5=6+4=10. 
b) E, =27V6. 


z,—2 Vă—6 3+ 12 3—20 V3+15 Vă= :3 V3. 
E 276 9V6 928 gy 
De a e E V2. 
VII.A.67. 
at nk PT = mat — 1-1 mm HT, 


adică un număr impar, nk(nk — 1) (n! + 1) fiind număr par ca produs de 
numere întregi consecutive. 

Așadar, numărul impar ni —n“-4-7 nu poate fi produsul unor 
numere întregi consecutive. 
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VII.A.68. 
9(250 -112P+1 — 552P ) = 9(55?P -11 —55:")=9:10:5522 = M-30. 
p(1 — p5 = p(1 — p*) (1 + pf) = p(l — p? (1 + p3 (1 + p3 = 
=— (p— l)p (p + 1) ° + (pia 1) = M-30- p(1 — p’), 
este evident multiplu de 2, de 3 și de 5, deoarece p = M -5 dacă p = 5k, 
p— 1 = M-5 dacă p= 5k +1, p24+1=—=M:5 dacă p= 5k + 2 şi dacă 
= 5k + 3, pj +1 = M-5 dacă p = 5k + 4, k EN. 


n5 — n3 — 2n? a ; ; 
———— să fie număr natural ori- 


VII.A.69. Trebuie ca numărul 


n— 1 
care ar fi n natural şi n > 1. Obținem : ~ 
në — n3 — 2n? _ n?(n— 1) 2n? 3 2n — 2n +H 2n 
n — 1 n — 1 n— 1 n — 1 
2 
= n? — 2n — a = n? — 2n — 2 — 
n — 1 n — 1 


Acea este natural dacă n — 1 = 1 sau n — 1 = 2. În concluzie n—!? 


divide në — n? — 2n? pentru n = 2 şi n =3. 


VII.A.70. M = 5r? — 20n + 23 = 5n(n — 4) + 23. Numărul 5n(n—4) 
are ultima cifră 0 sau 5, de unde rezultă că ultima cifră a numărului M 
este 3 sau 8 şi asemenea pătrat nu există. 


VII.A.71. a) Din relaţia dată: p =n? +} n-4+1, deci: 4p — 3 = 4r? + 
+ 4n + 4 — 3 = (2n + 1¥}. La fel: p—1 =n? + n = n(n + 1). 
b) Avem : 
39 601 — 1992 = (2:99 + 1)2 = 4.992 + 4-99 + 4 — 3 = 
— 4(952 + 95 + 1) — 3, 

deci : n = 99 şi p = 99? +- 99 + 1. 
VII.A.72. Numerele sînt deci de- forma : p = n? — 4 sau p = (n — 2) (p + 
+ 2) de unde rezultă : n — 2 = 1 şi n+ 2 =p sau n — 2 = p şi n + 2 = 
= ] sau n— 2 = — 1 şi n +2 =— p sau n — 2 = — p și n +2 = —!. 
Rezultă numerele prime — 3 şi 5 deoarece — 3 = 12 — 4 şi 5 = 3} — 4. 


VII.A.73. a+ 2b = 3Nk; şi 2a + b = 3Nío, hu, k2 € Z implică : a — b = 
= 3N(ka — kı). Atunci: a? — 3a?b + 2b? = (a — b}? (a + 2b) = 9N Ulco — 
— k;)?- 3Nk; = 271N?ka (kı — k2)? = 27N?k, unde k € Z, k = (k; — koku. 
VII.A.74. f(x) =x+41 implică fx) = (x+ 1} 

Relația devine : (x + 1986 4- 1)? — (x — 1986 + 1)? = 4(x + 1)? 

sau : (x + 1987 — x + 1985) (x + 1987 + x — 1985) = 4(x + 1} 

sau : 3 972(2x + 2) = 4(x + 1) sau 1986(x -++ 1) = (x + 1} 

sau : (x 1) (x + 1 — 1986) = 0, adică x =— 1 şi x = 1985. 
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VII.A.75. 


a) fma) = VF IP—mVaZ>=|z+i l—m|z—2!; 
— 3, zE(— o, —1) 


ga) =|zA+Il—lr—21=1 2—1, xE [—1, 2] 
3, 1E(2, + o) 


b) fa =0=) r=. 


VII.A.76. a) Polinoamele ră şi Q se scriu sub forma „canonică astfel: 


P(X) = —2X +1, Q(X) = X — 3. 
Avem : P(Q(X2] — RP = = P(X? — 3) — Q(— 2X? + 1) = 


= — (X? — 3) + 1 — (— 2X? + 1) + 3 = 9. 


b) Se obține graficul următor : 


Fig. VII.A.76.. 
VII.A.77. Obţinem : 
y — [6 + 12:60 + 36] —4 (6 + 6P—4 
(6048).  - 5(6” + 8) 


__(6*4+-6—2)(6"-+-64+2) _6"+4 
E 5(6n + 8) 5 


6” -+ 4 este multiplu de 10 și deci, imediat, N € N. 
'VII.A.78. Produsul a două numere naturale consecutive este un număr 


matural par. 

Avem : n2? — n + 2 = n(n — 1) + 2 = 2p 4+ 2, p EN, deci un număr 
natural par. La fel: n? + n+ 2=n(n +1)+2, este un număr par. 
Rezultă că fracția se simplifică întotdeauna cu 2. 
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VII.A.79. Fracţia F se mai poate simplifica : 


2 2 SIR 2 
F(z, y) = Crue (ek) —4 — 
(2 — 4r +4 y (2) y 
_(z+y—diztyt2d _ztyr2 
Ta p—y—2 


F(x, = = zH l pe . F(x, 1)€ Z dacă şi numai dacă x — 3 
rt — 
este divizor al lui 6, deci zE Y 2, 5, 1, 6,0, 9}. 
VII.A.80. 
p= (27) + 2-21 L (2). 
(27)? 

VII.A.S1. seric 

4x — ])- 2 ii 2x — 1)? 

E(x) = [aci : f(x) = e 1) = sC De 1)? (2x > 1)? 
(2x + 1) (2x + 1) 2r 1)2 
= Vaz — 1} = | 2x —1 |. 
Se observă că z=— > anulează numitorul, deci nu face parte 


din domeniul de definiție al funcției f. Ținînd cont de definiția modu- 
lului. rezultă că urmează să trasăm graficul funcției : 


Dale sa E Dna 
mp E )ul 2 3) 


Fla, b) = (a? — 2ab + b?) — 2(a — bd) -1 __ 
i (a? — 2ab + b) — 1 E 


VII.A.82. 


__ (a — b?—2(a—b) +1 __ (a — b — 1} ab 
(a — b} — 1 (a —b — 1) (a—b +1) a—b+l1 
2 


———. Fha, b)EZ implică E R € Z de unde rezultă 
a—b-+1 a—b-+1 


a—b—+1 divizor al lui 2. Rezultă valorile lui F :—1; 0; 2; 3. 
VII.A.83. 


Avem : F(x, y) = (x — y) — w(x — y) (x — y) (xf — y^) 


x(x — y) — xry (x — y) E (x — y) (x? — xy?) E 
__ ylety _ ey 
x(x? — y?) co 
F( 2—1, + = == 60/24), 
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1 OAE — 
VIIL.A.84. x+ m + — implică x — y = ZY sau, tinînd cont de: 
y 


ipoteză (x — y) | 1 — a = 0. 


1 i 
Dacă b41 rezultă x = y. Din ipoteză avem, deci: x + a a ȘI 
i 1 . - 
xr? =b. Din x+—=a rezultă x? + L= a? — 2. Rezultă acum imediat 
x a 


relația dintre a şi b : (b + 1) = ab: 


VII. A.85. 
Avem : (t) PR e a na a 
i 4 
_ [akbi _ (0 t d) teb tab, 
( J ! ) < - (=) 
fab} _ @+b@Hb) e (ab ua 
= = ) < CEET (j EERE e a+b (=) 


(=) (a — b) > 0, adevărat pentru orice a, b reale. 
VII.A.86.  Aplicăm inegalitatea mg < ma, unde prin m, am notat media: 
a+b 


geometrică m, =) ab, a numerelor a și b, iar prin ma = Ea media 


aritmetică a aceloraşi numere. 


enr 2 
Avem Vab < £ = 2 sau ab < (=> , de unde rezultă că valoarea: 
2 2 
maximă a lui ab este (=) ; ao =E) (=) a=b şi, imediat 
a=b aw 
2 


VII.A.87. În general avem a + a~t =a-+ i> 2, [a +) t [o + z că 
a a 


> 2 ++ 2 = 4 = 2-2-1986 = 2.993, deci se poate scrie o sumă de 993 de- 
termeni de forma a + a~t cu orice a real, strict pozitiv care să satisfacă. 
cerința dată. 


VII.A.88. S se mai poate scrie echivalent : 


__Va.V5  V5-/6 , V6- y7 , V7-V8 , /8:V9 , V9.V10 
= 5 teze tepi Ta! a 


14% 


a-b 
a? + b? 
ya Vs ___ VaV5_ 1 


l 
Să observăm că, în general: < za pentru a 5£b. Deci, de 


exemplu, = = =, 
P as (a+ a2 
1 | l 1 l 1l 
Asadar S < > -+> = -+> -+ + =. 
i a sia 7 DE ALR Ta 


VII.A.89. Avem: 0 < (a + b+ co} = æ + b? + e + 2(lab 4 be + ac), 
deci 2(ab + ac +- bc) +a- b +e 0 sau ţinind cont de ipoteză: 


ab beea > —2-. 


De asemenea, din (a — b)? + (b — c)? + (c — a}? > 0, rezultă a2-+- 
+ b? e > ab+be+ ca și ţinînd cont de ipoteză rezultă ab -+ bc + 
+ca <l. 


VII.A.90. 
zyz + 
ERER: TYZz — 1002 +10y +2 ș 100x 4 100y + 100z 00. 
ya  s+y+z z+y+z 
600 


Exemplu : Fa = 100. 


VII.A.91. Inegalitatea se scrie echivalent : 


(2+4]+(v-} H- o. (1) 
Dar : 
(+3 + -3+3 o (2) 


Relația (2) are loc fiind vorba despre o sumă de pătrate. 


Relația (1) şi (2) trebuie să aibă loc simultan, ceea ce este posibil 
mumai în cazul cînd are loc egalitatea (antisimetria relației de inegalitate). 


ee-e- 


2 2 2, 
l l 3 
Soluția este: r = —— ; y =>; z=—. 
' 2 á 2 2 


VII.A.92. Prin calcul direct se obțin inegalităţi echivalente sau se efec- 
tuează majorări (minorări) convenabile ale fracțiilor. De exemplu : 


1 + 2n Z 1 + 2n 2 gn—1 4 MR 2n—1.(1 + 2) "Bg 
1+3” 3” 3” 3n—1.3 3 
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VII.A.93. Membrul sting al inegalităţii se mai poate scrie succesiv : 
n2 22 22 TEE 
e E zy < + (2 
(2 + yy + 2 
TY 


Sa z i : 
Am utilizat faptul că -== S oricare ar fi x, y E R, cu x sau y 


1? + y? 
nenul, inegalitate care se verifică imediat. 


VII.A.94. Avem evident 


<a 


1 1 1 l 1 | 1 1 
DP D= pe > =, 
Vi V9999° V2 9999 V9999  /9998 9999  V9999 

Adunînd membru cu membru aceste inegalităţi obținem : 
d e la l 1 T e a 1 
ae iii aci i > = 
yI V2 ` V9 999 V9 999 999 V9 33 t 999 
de 9 999 ori 
9 999.999 > 99,99; 
9999 
VII.A.95. Au loc evident, inegalităţile 
sosele. seic, mpa i I-a 
p+l 2p p+2 2p 2p 2p 


oricare ar fi p> 1. Adunînd membru cu membru aceste inegalităţi, 
obținem 


1 1 111 l1 p 1 

E Pt et tim E ee E i 

al paza Top m pT 2p 2p 2 
de p ori 


2 
VII.A.96. a) Studiem semnul expresiei x A E L Aplicînd defi- 
az x 


pt 


niția modului deducem că 


PEE pentru x > 0 și 
aa 
íil: 


/ 


1 
E — 
$ 
= — T — A pentru x <0. În fiecare caz inegalitatea se verifică imediat; 
x 


b) Expresia se scrie. echivalent : 

1 l A l 4 
zti] la mă STR) 2—1 2+1 3 
x 


rT 


unde am ținut cont de a). 
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VII.A.97. b) Observăm că pentru xz=y=z=0, 27tv 4 2y+: 4 
+ 2777 —3 dacă 27H 4-2ut: 4 27t* > 3 rezultă că, cel puțin unul 
dintre numerele zx, y, z, este nenul. Fie x = 1, y = 0, z = 0, atunci: 2t + 
+ 20+ 2! = 5 > 4 șa.măd. 


VII.A.98. b) r? -+ y? =z? implică x? < z? și ps z7. Deoarece x, y, Z 
sînt pozitive rezultă x <z şi y <z. x <z implică faptul că există a, 
0 <a <1 astfel încît x = a;:z. Analog există a, 0 <a» < 1 astfel încît 
y = ap:2z. Rezultă deci că xy = q 'as:Zọ) Punem @:as: =a și obținem 
ceea ce trebuia demonstrat. 


VII.A.99. În m, n și p, inegalitatea se scrie echivalent : 
n+p Li E darui m-p, m+n 


n m p.m n p ) 
—-—- > 3, sau pax (2) a: (=+ 2 > 6, 
2m an E 2p m |. m pJ'\p n | 


ceea ce este adevărat ţinind cont că fiecare paranteză este mai mare 
sau cel puțin egală cu 2. 


VII.A.100. Amplificăm a doua fracție cu a, a treia fracție cu ab şi ţinem 
cont de ipoteza abc = 1. Obţinem : 


a ab 1 á a+ ab-}1\' 
RITTER NE E a IER a a — N — =]; 
ab+-a+] 1l1—+ab+a a~r l-+ab ab+a-}1 


oricare ar fi nEN. 


VII.A.101. 
te ame e a e A 
Gimse 


l 
Yn Vai 


"2. Trebuie deci determinate n EN, n < 15 astfel încît |n sa 1€Q. 
Fie p EN, p = |n +1, adică n = p? — 1. Obţinem : n € {0, 3, 8, 15). 


VII.A.102. La numărător sînt 1 985 termeni 1 sau — 1 după cum puterea 
este pară sau impară. Aceşti termeni se reduc doi cîte doi cu excepția 


ultimului (— 1)155 = — 1. Observăm că 1 985" este impar, oricare ar fi 
nEN şi, deci, la numitor obținem 1 985-(— 1). Rezultatul final este 
i 
1 985 ` 
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VII.A.103. Ţinem cont de faptul că (— 1) = 1 şi (—1)2t1=— — 1, ori- 
care ar fi kE N și scriem convenabil : 


p E5 E10 + (15 + 20)... (— 1 975 -F1 980) —1 985 
(— 1)+6 Ri 


__5-198—1985 
open 


— 995. 


VII.A.104. 1. 
h(l) +R) +... R(100) = (2-1 4-1422 +1) +... 
+ .+(2-100+1)=(2.14+2-2+...4+2-100) + 
+a+1 +... +1) =214+2+... +100) + 100 = 10 000 + 100 = 


1 


de 100 ori 
= 10 200. 
2. un, <2 este echivalentă cu na <2 sau 2n +1 <2n+4+6, 
f(n) n+3 


evident. 
VII.A.105. a) 
E = 10°? — 108(10 — 1) — 107(10 — 1) — .. . — 10(10 — 1) — 1 = 
= (109 — 109) + (108 — 108) + (107 — 107) + . ..— 10? + (10 — 1) = 9. 


b) Procedînd ca mai sus avem 


F = (n + 1} — (n+ 1t (n +1 —1)—...— (n+ 1) (n+ 1 —1)—1 = 
= [(n + 1) — (n + 0] + [n + Di — (n + 11] —...— 
=... — (n + 1) —] =n. 


VII.A.106. Putem presupune că în prima cutie punem o bilă, în a doua 
cutie două bile, ș.a.m.d., în a n-a cutie n bile. În cele n cutii vom avea: 


2 
14+2+3—.. BF ptr, mai puțin, deci o bilă din 
2 
monta Această bilă o 'putem pune în cutia cu n bile. -- 


n+n—2_nn+4}) 
Pas Ea 


cele 


Să observăm că 1, deci notînd că mai sus 
deducem că nu se satisfac condiţiile problemei. 

VII.A.107. Avem, de exemplu, 2x = 10 — 3y (1). 10—3yEN implică 
10 — 3y > 0 sau 3y < 10, de unde rezultă y € (0, 1, 2, 3). Din (1) rezultă 
perechile (0, 5) şi (2, 2). 
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VII.A.108. Ecuația se scrie echivalent 


—2y—9 
x 3) = — 2y — 5 sau r = 
(y + 3) y T3 
1 1 
sau qt = — 2? 4+ — À 
y+3 y+3 


implică situaţiile (— 3; — 4), (— 1 ; — 2). 


VII.A.109. Pentru x şi y nenuli, ecuațiile se scriu echivalent 


r= 94 e ş.a.m.d. 
sy — 4 


Obţinem soluțiile : (— 6 ; 1), (6; 2), (3; 4). 


VII.A.110. Avem 


1:-2-3-... 14:15 __ 
27.39.57 

_ 1:2-3(23)-5.(2-3)-7-23.3?.(2-5)-11 -(2?-3)-13-(2-7)-3-5 _ 

o 27.3v.57 
__911.36.53.172.11.13 
E 9x. 3. 5z i 

11. 36.53.72.11. 
deci ecuația Lao C e is (=27 007). de unde rezultă 
27. 3V. 52 


deci x = 11 ; y= 6 ; z= 3. 


VII.A.111. Ecuația este echivalentă cu următoarea 


xr? — 2x +1) + (y? — 2y + 1) + (z2? — 2z + 1) + (u2? — 2u + 1) = 0. 
sau: (x— i)? + (y — 1} + (z — 1} + (u — 1) = 0; care are ‘soluțiile 


t= y=z=u =l. 


VII.A.112. Avem x =.(2] + {x}, unde prin {x} am notat partea fracțio- 
nară a Ba ua x. Ecuația se scrie echivalent [x] — 1 = 2. {x} sau 


{x} = mie -0 < {x} <1 implică 1 < [x! <3 deci [x] =1 și [x] = 2. 
Rezultă aia {x}, respectiv valorile 0 ; n Din x = [x] + {x} se obțin 


soluțiile 1 şi = ale ecuației date. 


148 


VII.A.113. Utilizăm relaţia (x) + <+2]= [22]. Obţinem : 


eee Zelea] aer eee] 


+ (+ + ara] =+ karia [4a]. 


e 


VII.A.114. a) r= 1. 


b) (a+ 1)x = 2(a + 1). Pentru a=%£— 1 ecuația are soluția unică 
= 2, pentru a = — 1, orice x real este soluție a ecuației. 


c) 
|x — 1 |+| 2x — 2|+|3xz— 3 |= 


=|x—1|+2|x—1|+3ļ|r—1|=6|r—1]. 
Rezultă x = 1. 


VII.A.115. Pentru k număr natural par se obține ecuația echivalentă 


— 4y -+ 3 = 15 satisfăcută deci pentru orice x întreg și pentru y = — 3. 
Pentru k număr natural impar se obține ecuația — 2x + 3 = 15 
satisfăcută pentru x = — 6 și pentru orice y întreg. 


VII.A.116. Din enunţul problemei rezultă că 20% din elevi nu au rezol- 
vat primul subiect, iar 30% nu au rezolvat al doilea subiect. Deci 50% 
nu au rezolvat ambele subiecte, iar restul de 50% au rezolvat ambele 
subiecte. Cum se ştie că 45 elevi au rezolvat ambele subiecte, rezultă că, 


in total au fost 90 de concurenți. 
Altfel : fie x numărul total de concurenți. Rezultă ecuaţia : 


aie SUE cu soluția x = 90. 


100 100 


REZOLVĂRILE ȘI REZULTATELE PROBLEMELOR 
PENTRU CLASA A VII-A 
GEOMETRIE 


N AN 
VII.G.1. Deoarece AM = NC, m(A) = m(C)= 60°, AC = BC, A AMC = 
= A CNB (L.U.L.). Rezultă că X PBC = x PCN. 


Notăm a = m(PBÒ). 

AN AN AN AN 
Avem m(MPN) = m(BPC) = 180? — (m(PBC) + m(PCB)) = 
= 180° — (a + 60° — a) = 120°. j 
Deci m(MPN) = 120° = constant. (Vezi fig. VII.G.1.) 


A 


Z C 
Fig. VILG.1. í 
~ [AN . . 
VII.G.2. a) (Vezi fig. VII.G.2.) Notăm m(BAA’) =œ. În triunghiul 
N ; .. 
dreptunghic AHD, m(AHD) = 90%— a. Dar X% AHD = 4 A'HC, fiind 


AN 
opuse la vîrf. Rezultă că m(Â ÀC) + a = 90°, deci m(AA’C) = 90°, deci 
AA’ este înălțime. Cum AA’ este şi bisectoare, rezultă că triunghiul 
ABC este isoscel, avînd AB = AC. 
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b) Din a) rezultă că dreptele AH şi BC sînt perpendiculare. Din 
ipoteză, CH şi AB sînt perpendiculare. Rezultă că H este ortocentrul 
triunghiului ABC, deci BH și AC sînt perpendiculare. 


A 


B A' C 
Fig. VII.G.2. 
VII.G.3. (Vezi fig. VII.G.3.). Dreapta AA’ este axă de simetrie a tri- 


unghiului ABC, deci m(BAD) = m(DAÙ) = z. Dreapta AC este axă de 
AN AN 
simetrie a figurii ADCD', deci m(CD'A) = m(CDA) = 90°. 


A 


A' 


Fig. VII.G.3. 
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Dreapta CD este axă de simetrie a. triunghiului ACA’, decë 
m(CA’ TA) = =r. Rezultă că în triunghiul AA'D' avem relația: 2x + x = 90°. 


deci s= W 0. 
z 3 


C_D 


8 
A 
Fig. VII.G.4. 


VII.G.4. Fie A unghiul drept al triunghiului ABC și D proiecția lui. 
A pe ipotenuză. Fie M mijlocul segmentului BC. (Vezi fig. VII.G.4.). 
Triunghiul MAB este isoscel. (Teorema medianei în triunghiul. 


dreptunghic). Rezultă că : m(M AB) = 15°. 
AN 
Deci m(DMA) = 30°. (Teorema unghiului exterior). Rezultă că, în 


triunghiul dreptunghic DAM, AD = Dar AM =, Rezultă că. 


VII.G.5. (Vezi fig. VII.G.5.). Unghiul AED este un unghi exterior al. 
triunghiului AEC. 


Rezultă că m(A4£b) = = 45° + 15° = 60°. Rezultă că m(BAE) = = 30°. 
Deci, în triunghiul dreptunghic ADE, avem : DE => AE. (1) 


Deoarece în triunghiul ABC, AO este mediana corespunzătoare 


ipotenuzei, triunghiul AOC este isoscel. Deci m(O4€) = m(OCĂ) = 15, 
Unghiul EOA este unghi exterior triunghiului AOC. 


Rezultă că : m(EOA) = = 30%, 


Deci m(EÂ0) — m EAČ) — (GÂT) = 450 — 150 — 300. Rezultă că 
triunghiul AEO este isoscel, deci AE = OE. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă: DE = > OF: 


AZ E 


Fig. VII.G.5. 
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VII.G.6. Fie 2a = m(GAB), 285 = m(ABČ). (Vezi fig. VILG.6). Avem 
a + B = = 60°. 
Unghiul KOB este unghi exterior triunghiului AOB. Rezultă că 


m(KOB) = 60°. Deci unghiurile ECK şi EOK sînt suplementare. Deci 
:şi unghiurile OEC, OKC sînt suplementare. 


Fig. VII.G.6. 


Fie F, respectiv G proiecţiile lui O pe AC, respectiv BC. În ipote- 

:zele problemei sînt posibile următoarele trei situații : 
AN“ A“ 

I. Dacă A> C, atunci a> $ și F este între A și E, iar G între 
K şi C. 

II. Dacă + A= 4 C, atunci triunghiul ABC este echilateral şi afir- 
'maţia de demonstrat « este evidentă. 

III. Dacă 4 <€ atunci a <ß și F este între E și C, iar G între 
-B şi K. Acest caz se tratează analog cu I. 


I. Deoarece O este punctul de intersecţie a două bisectoare ale 
“triunghiului ABC, dreapta OC este bisectoarea unghiului C în triunghiul 
„ABC, deci OF = OG. (1) 


Dar <X OEF = 4% OKG, avind același suplement. (2) 
Din (1) şi (2) rezultă că A EOF= A KOG (C.U.). 
Rezultă că OE = OK. 


'VII.G.7. Pentru că M este interior triunghiului ABC, rezultă că semi- 
„dreapta AM este interioară unghiului BAC. 
În triunghiurile BAM şi DAM, avem: AM = MA; AB = AD iar 
[N AN sa 
BAM < DAM. Conform teoremei articulației, rezultă că MB < MD. 
(Vezi fig. VII.G.7.). 
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A A 


Fig. VII.G7. 


VII.G.5. Fie A, B, C, D viriurile trapezului şi O intersecţia diagona- 
lelor AC şi BD. (Vezi fig. VII.G.8.). 


2 C 


PP 


A ii sj 


Fig. VILG.8. . 


Vom arăta că, oricare ar fi O' în interiorul trapezului, O’ =Æ O, 
avem : OA+0OB+0C+0D<0'A+0B+0C+HOD. 


Fie O' un punct fixat în interiorul trapezului ABCD. 
În triunghiul AO'C, avem: AC < O'A + O'C. (1) 
În triunghiul BO'D, avem: BD<O'B-+O'D.. (2) 


Însumînd relaţiile (1) şi (2) rezultă: AC+BD<OA-+O'B-+ 
+ O'C-+O'D. 

Adică : OA+OB+OC+OD<O'A-+O0'B-+O'C+O'D. (3) 

Cum ©O’ a fost arbitrar fixat: în interiorul. trapezului, rezultă . că 
relația (3) este valabilă pentru orice punct O’. din interiorul trapezului. 


Deci suma distanțelor de la un punct din interiorul trapezului la vîrfuri 
este minimă: cînd punctul se află la intersecția diagonalelor. 
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VII.G.9. a) Avem: 

E(a, b, c) = 4a?b2— (@ + b? — PF [= 

= (ab — a? — b? + c2) (2ab + @? +- b? — c2) = 

= [¢ — (a — b) - [a + b} — c2] = 

= (c —a + b) (c + a — b) (a + b — c) (a + b + o). 

Notînd 2p = a + b + c, rezultă 

Ela, b, c) = (2p — 2a) (2p — 2b) (2p — 2c) -2p = 
= 16p(p — a) (p — b) (p — ©). 


Deoarece fiecare factor este strict pozitiv, rezultă că E(a, b. c) > 0. 
pentru orice numere a, b, c reprezentind lungimile laturilor unui 
triunghi. 


b) Întrucît a, b, c sînt arbitrare, este suficient să arătăm că 
Va < Yb — Vc. (Analog se arată că Vb < Va + ye; Ve < Va ïb). 
Avem a<b-+ c. Cu atît mai mult a< b+c- 2|i bc, (2V/bc > 0). 
Rezultă că a < (Vb -+ Vo), deci Ya < Vd Ve. 
Deci Va, Vb, Ye pot fi lungimile laturilor unui triunghi. 
VII.G.10. Avem @? + bd? -+ e= ab + ac- bce. 


Înmulțind ambii membri ai egalității cu 2 şi,-trecind totul în mem- 
brul întîi, obținem : 


2a? + 2b? + 2c? — 2ab — 2ac — 2bc = Q. 
Grupînd termenii convenabil, avem 

(a? + b? — 2ab) + (a? + e — 2ac) + (b? + c2— 2bc) = 0. 
Adică : (a — b) + (a — c)? -+ (b — 0)? = 0. 


O sumă de numere pozitive este nulă dacă și numai dacă fiecare 
termen al sumei este nul. 


a—b=0 
Rezultă că: a—c=0 
b—c=0 


Adică a = b = ¢. Deci triunghiul ABC este echilateral. 


VII.G.11. a) Orice două puncte distincte determină o dreaptă. Fie As. 
A», ... Aso cele 101 puncte cu proprietatea că oricare 3 sînt necoliniare. 
Mulţimile A, A), (Aş, As}, CA, AA), s.y {4;, Ain determină 100 
drepte. La fel mulțimile : (A, AD, (A, Az),.. PRE 1 A, Au? s.a.m.d. 
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În total, 100-101 drepte. Dar dreptele determinate de perechile de 
puncte (A;, Aj) și (Ai, Aj), pentru orice i 4j, coincid. Deci numărul 
de drepte distincte determinate de 101 puncte, oricare trei necoliniare, 


este Io a 5 050. 


b) Dacă punctele A, A,..., Asi sînt coliniare, atunci ele deter- 
mină o singură dreaptă. Numărul minim cerut se obţine în situația în 
care unul singur din. aceste puncte nu este coliniar cu celelalte. Fie 
acesta Ay. (În caz contrar, putem schimba numerotarea punctelor). Notăm 
d dreapia determinată de punctele coliniare A, A3,..., Aso. 

Mulţimile (A, A»), (A, A3),..., (As, Air} determină 100 drepte. 
Împreună cu d, vor fi 101 drepte. 


VIIG.12. Unim toate punctele două cîte două şi obținem 101-50 drepte, 
eventual nu toate diferite. Fie d o altă dreaptă care nu este paralelă 
cu nici una dintre acestea. (Există o astfel de dreaptă). Fie d’ L d. Cele 
101 puncte din interiorul pătratului se proiectează pe d' în 101 puncte 
distincte. (Dacă două puncte ar avea aceeaşi proiecţie, atunci dreapta 
determinată de ele este perpendiculară pe d', deci paralelă cu d, ceea 
ce este in contradicţie cu construcţia lui d). Din cele 101 puncte-pro- 
iecție, alegem pe cel din mijloc și dreapta căutată este dreapta perpen- 
diculară pe d' care trece prin punctul ales. 


m 


VII.G.13. Deoarece mA = aa rezultă că m(BÒ) = 60°. 


~N 
Deci m(BOC) = 60°. (1) 
Dar OC = OB = r. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă că triunghiul BOC este echilateral. 
Deci r = 10 cm. (Vezi fig. VII.G.13.). 


Fig. VILG.13. 


VII.G.14. Avem: A AOM = A BOM= A BCM (C.C.). Rezultă că 
X AMO = X OMB= + BMC. Deci: m(AMC) = 3m(BMC). (Vezi fig. 
VII.G.14.). 
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AJ 
Fig. VII.G.14. 
VII.G.15. Fie A, B, C, D virfurile unui patrulater inscriptibil și Q, N 
proiecţiile lui A și C pe BD; M, P proiecţiile lui D şi B pe AC. Pentru 
prescurtare, notăm : X% DAM = %1 ; X% DBC = <&2; 4 NPM = 43; 
<` MQN = 4. 


Deoarece patrulaterul ABCD este inscriptibil, rezultă: <X 1 = %2. (1) 
Deoarece patrulaterul AMQD este inscriptibil, rezultă: AX 1 = < 4. (2) 
Deoarece patrulaterul NBCP este inscriptibil, rezultă: X 2 = < 3. (3) 
Din (1), (2) şi (3) rezultă că X 3 = q4. 

Deci patrulaterul MNPQ este inscriptibil. 


Fig. VII.G.15. 
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VII.G.16. Fie M, N, P, Q proiecţiile lui O pe laturile AB, BC, CD, res— 
pectiv AD ale patrulaterului ABCD. (Vezi fig. VII.G.16.). 
În patrulaterele inscriptibile AMOQ şi QOPD, avem : 


X OQM = X OAM 
X OQP = 3 ODP (1) 
În patrulaterele inscriptibile BMON şi NOPC avem : 
<x ONM = + OBM 
<X ONP = & OCP (2% 


Fig. VII.G.16. 


Ţinînd cont de relaţiile (1), (2) şi de faptul că dreptele AC și BD 
sint perpendiculare, rezultă : 


~N AN 
m(MQP) -+ m(MNP) = 
= m(OQM) + m(OQÈ) + m ONM) + m(ÓNP) = 
= m(O4M) + m(0D5) + m(OBM) + m(ŐCP) = 
= m(ŐAM) -+ m(OBM) -+ m(ÓDP) + m(OCP) = 
= 90° + 90° = 180°. 
Deci MNPQ este inscriptibil. 


VII.G.17. (Vezi fig. VII.G.17.). Deoarece OM L AC, ON L AB, rezultă 
că MN este linie mijlocie în triunghiul ABC. 


Deci MN || BC. Rezultă că X ANM = 4 ABC. (1) 
Patrulaterul BCPQ fiind înscris în cerc rezultă că : 

AX QPM = q9 QCB. (2) 
Unghiurile QNA și BNC sînt opuse la virf, deci: 

ZX QNA= X BNC. (3) 
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“Fig. VII.G.17. 


Din (1), (2) și (3), ţinînd cont că suma măsurilor 1 unghiurilor tri- 
unghiului NBC este 180°, rezultă că MmM(QNM) + m(QPM) = m(BNC) 4+ 
+ m(NBC) + m(BCN) = 180°, deci MNQP este inscriptibil. 

VII.G.18. Fie E pe diagonala AC. (Vezi fig. VII.G.18.). Deoarece ABCD 


este romb, AC este bisectoarea X BAD. Deci A AQE = A AME (U.). 
Rezultă că triunghiul MAQ este isoscel, deci MQ L AC. (1) 


Fig. VILG.i8. `~ 
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Analog, arătăm că ACNE=ACPE (L.U.); deci triunghiul NCP 
este isoscel ; deci CA este înălțimea acestui triunghi ; deci NP L AC. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă MQ||NP, deci MNPQ ‘este trapez. Se arată 
uşor că A BNM = A DPQ (L.U.L.). Rezultă că MN = QP, deci trapezul 
MNPQ este isoscel şi, în concluzie, inscriptibil. 


VII.G.19. a) Deoarece AC = BD rezultă că CD || AB. Deci ABDC este 
trapez și fiind înscris în cerc, este isoscel. (Vezi fig. VII.G.19.)- 


ON N DON A~ AN 
b) Avem  AC=CD=BD. Rezultă că  m(40C)=m(COD) = 
= m(DÒB) = . 


În triunghiul AOC avem A0 = OC =r, m( 40C) = 60° Rezultă că 
triunghiul AOC este echilateral. Analog, triunghiurile COD și BOD sînt 
echilaterale. Deci patrulaterul COBD este romb. Rezultă că diagonalele 


lui sînt perpendiculare, deci m(BNO) = 90°. (1) 
N 


Fig. VII.G.19. 


La fel, patrulaterul AODC este romb, deci AD L OC. Rezultă că 
AN 
m(PMO) = 90°. Din (1) şi (2) rezultă că patrulaterul MONP este inscrip- 
tibil. | 
VII.G.20. Metoda 1 


AN 

Patrulaterul ABPC este‘ înscris în cerc. Rezultă că m(CAB)+ 

AN 
-+ m(CPB) = 180°. (1) 

Deoarece M este mijlocul segmentelor BC şi PT, patrulaterul BPCT 
este paralelogram. List 

Deci X BPC = < BTC. 

Dar, X BTC = 4 HTG, fiind unghiuri opuse la vîrf. Rezultă că 
X BPC= 3 HTG. (2) 

~ ~N ó : 

Din (1) şi (2) rezultă că m(HAG) + m(HTG) = 180. Deci AHTG 

este inscriptibil. (Vezi fig. VII.G.20.) 
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METODA 2: 


Fie I intersecţia dreptei HC cu cercul. Avem : 


BP) + m(PC 

Pai 

m(BAE) = MED E mo | (3) 
Deoarece MP = MT, BM = MC, BPCT este paralelogram. (4) 
Din (4) rezultă că BPCI este trapez și, fiind inscriptibil, este trapez 

isoscel. Deci AX PCI= < BIC. (5) 


Fig. VII.G.20. 


A N m 
Dar m(BIC) = TED E) 
Din (3), (4), (5) şi (6) rezultă că X BTI =: X PCI = AX BIC = 4 BAC, 
deci X BTH = <A HAG, adică patrulaterul AHTG este inscriptibil. 


VII.G.21. a) (Vezi fig. VII.G.21.) Avem: X ABC= < FDE, fiind un- 
ghiuri opuse în paralelogramul ABCD ; l (1) 


(6) 


< EIF = 4 AIC, fiind unghiuri opuse la virf. (2) 


Patrulaterul AICB este înscris în cerc, deci unghiurile AIC și ABC 
sînt suplementare. (3) 


Din (1), (2) şi (3) rezultă că m(FDE) -+ m(ÉIF) = 180°, deci patrula- 
terul IEDF este inscriptibil. 

b) Deoarece IEDF este inscriptibil, rezultă că X CFE = A+ CDB. (4) 

Cum AB || CD, rezultă că x CDB = x ABD (alterne interne). (5) 


PN 


Dar m(ÂBD) = m = m(ÂC)). (6) 
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Din (4), (5) şi (6) rezultă că + ACI = <4 CFE, deci dreptele EF şi 
AC sînt paralele. 


Fig. VIL.G21. 


VII.G.22. Fie ABCD un trapez, M mijlocul bazei mari BC, E, respectiv F 
proiecţiile lui M pe dreptele AB și CD (Vezi fig. VII.G.22.). 


Fig. VII.G.22. 


Trapezul ABCD este inscriptibil (=y ABCD este trapez isoscel (=) 
(=) X EBM = Į FCM (=) A BME = A CMF (=) EM = MF. 
Raționamentul este analog dacă M aparţine bazei mici a tra- 
pezului. N 
VII.G.23. Triunghiul ABC este isoscel (=)'X ABC=XACB (=) 
m N 
(—) AC = AB. 
mAB) | mC 
ea 


kaad 


Dar, m( APO) = (A) + meg, m( ANB) ati 


Deci AC = AB (=) XAPQ=XANB (=) patrulaterul NMPQ 
este inscriptibil (==) există un punct O egal depărtat de punctele N, M, 
P, Q, (=) mediatoarele oricăror trei laturi ale patrulaterului MNPQ sînt 
concurente. 
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P 


Fig. VI1.G.23. 


VII.G.24. Fie ABC un triunghi, D, E proiecţiile lui B, respectiv C pe 
dreptele AC, AB; fie M mijlocul segmentului ED. Fie A” punctul de 
intersecție a mediatoarei segmentului ED cu BC. (Vezi fig. VII.G.24.). 


A 


2 
Fig. VII.G.24. 


AN AN k A 
Deoarece m(BEC) = m(BDC) = 90°, patrulaterul .DEBC este inscrip- 
tibil, iar mediatoarea coardei DE conţine un diametru al cercului cir- 


cumscris lui DEBC. 
Cum BC este alt diametru, rezultă că A’ este centrul cercului, deci 


A'B = A'C. 

VII.G.25. Conform problemei anterioare, F este mijlocul segmentului 
BC și B, C, D, E sint conciclice Pe: cercul de centru F. (Vezi fig. VII.G.25.). 
Deci, E e bf) — i D) 


ÎN ~ ~N 
Avem : m(A) = 60° (=) m(ABD) = 30° = m(DCE) (=Y 
AN 
(=) m(DFE) = 2 -30° = 60° (=) Triunghiul isoscel DEF este echilateral. 
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Fig. VII.G.25. 
VII.G.26. (Vezi fig. VII.G.26.). Deoarece patrulaterele BMHP, BMNA şi 
PHNA sînt inscriptibile rezultă că. 
<X HPM = % HBM = q NAH = NPH. Deci 
< HPN = <% HPM, adică PH este bisectoare în triunghiul MNP. (1) 
Analog, X HNP = X HAP= 4% HCM= XHNM, deci NH este 
bisectoare în triunghiul MNP. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă că H este centrul cercului înscris în triun- 
ghiul MNP. 


A 


Fig. VII.G.26. 
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VII.G.27î. CAZUL I. Punctele C şi D sint situate pe semidreptele AO, 
respectiv BO în exteriorul segmentelor AO şi BO. 


METODA 1 


Fie O,, O» centrele cercurilor de diametri OA, respectiv OB. Fie 
M mijlocul segmentului CD: Fie I intersecția dreptei OB cu AB. 


Deoarece ABCD este înscris în cerc, X ACD= <4 ABD. (1) 
Apoi, XMOD= XIOB (unghiuri opuse la virf). (2) 
Deoarece OM este mediană în triunghiul dreptunghic COD, 
rezultă că XMOD= <4 MDO. (3) 
AN ~. 
Din (1), (2), (3) rezultă că : m(10B) + m(ŐBÌj = 90°. 
Deci I € C(O-, OB). (4) 


Analog rezultă că. m(I0Ă) + m(ÓAD = 90°. Deci I € C(O,. 0,4). (5) 
Din (4) şi (5) rezultă că I€ C(O, 0,4) N C(O» 0>B). (Vezi fig. 
VILG.27.). 
8 


aa 


LEAN, 


Zi 


D 


Fig. VII.G.27. 
METODA 2 


Fie OI dreapta de intersecție a cercurilor de centre O, O2. Arătăm 
că OI este mediană în triunghiul COD. Fie M intersecţia dreptelor OI 
şi CD. Dreapta AC este tangentă în O la C(O, OB). 


Deci: XIBO= XIOA= + MOC. (6) 
Din (1), (6) rezultă că +MCO= <% MOC, deci CM = MO. (7) 
Analog se arată că + MDO= 3 MOD, deci DM = MO. (8) 


Din (7) şi (8) rezultă că CM = MD, deci OM este mediană în tri- 
unghiul COD. 
CAZUL II 

Punctele C și D sînt interioare segmentelor AO, respectiv BO. Ra- 
ționamentul este analog cazului I. 


rr 
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VII.G.28. Fie MEAB. Avem MC> MA, MC > MB. Construim P pe 
MC astfel încît PC = MA. (Vezi fig. VII.G.28.). 


Fig. VII.G.28. 


Avem BC = AB ; m( MAB) = m(5CM) = maa, 


Rezultă că ^A BCP = A BAM (L.U.L.). 


AN 
De aici obținem că BP = BM și m(MBP) = m(ABC) = 60°. 
Rezultă că triunghiul MBP este echilateral. 
Deci MB = MP. 
Dar MC = MP 4- PC. 
Deci MC = MB + MA. ; 


Analog procedăm dacă M se găseşte pe arcul mic AC, sau pe arcul 
mic BC. 


A ~N ~N , 
VII.G.29. a) Avem m(AEB)=— 90°, m(AFB)= 90°, deci patrulaterul 
ABFE este inscriptibil. Rezultă că X FEB= AX FAB. (1) 


Fig. VII.G.29.a. 


Dar x FAB= < FCA (avînd același complement). (2) 

Din (1) şi (2) rezultă că AX FEB= FCD, deci patrulaterul CDEF 
este inscriptibil. (Vezi fig. VII.G.29 a.). 

b) Deoarece D aparţine segmentului AC, rezultă că punctele A și 
F sint separate de către dreapta BD. Cum AE L BD, rezultă că 
m(AEF) > 90°. 

În triunghiul obtuzunghic AEF avem AF > AE, AF > FEF. (3) 


Dacă triunghiul AEF este isoscel, din (3) rezultă AE = EF. De aici 
XEAF= JEFA. Dar ABFE este inscriptibil, deci XEAF= q FBD, 
X EFA= Q DBA. Rezultă că XFBD= X DBA, deci BD este bisec- 
toarea unghiului B al triunghiului ABC. 


c) Notăm m(ÉFA) = a. (Vezi fig. VII.G.29.b.). Deoarece ABFE este 
trapez isoscel, rezultă că XEFA=X FAB =< ABE. Deoarece BD este 
bisectoarea ABF avem şi X ABE = x EBF. Aplicind teorema despre suma 
măsurilor unghiurilor în triunghiul dreptunghic ABF, obţinem 3a = 90%, 


. 90° A o. ~ ~N 
deci a = E 30°. Rezultă că m(ABC) = 2:30” = 60°, deci m( ACB) = 30°. 


Fig. VII.G.29.b. 


AN AN 
VII.G.30. a) Deoarece m(MQT) = m(MST) = 90°, patrulaterul TQMS este 
inscriptibil. Rezultă că 
X TQS =ļ4 TMS, X QMT =< QST. (1) 
Dar MT este bisectoarea unghiului QMS, deci Xx QMT = > TMS (2). 
Din (1) şi (2) rezultă că X TQS = X QST, deci triunghiul TQS este 
isoscel. (3) 
Observație. (Obţinem același lucru observînd că T, fiind situat pe 
bisectoarea unghiului BMC, este egal depărtat de laturile MB, MC. Deci 
TQ = TS.) , 
AN, z 
Pe de altă parte, m(BMC) = 120°. Rezultă că m(TQ3) = m(SMT) == 
— 120 — 600, (4) 
2 
Din (3) și (4) rezultă că triunghiul TQS este echilateral. 
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b) METODA 1 


Bisectoarea unghiului BMC trece printr- un punct situat la mijlo-- 


cul arcului mare BC. Deoarece 4B = AC, punctul A aparține acestei: 
bisectoare, deci punctele M, T, A, sînt coliniare. 


A 


> 


C 
<A 
== 
Fig. VII.G.30. 
METODA 2 
[AN 120° = 
Avem m(TMC) = = 60° = m(A BC). (5) 
N~ ~N 
Dar ABMC fiind inscriptibil, m{ABC) = m(AMC). (6) 


Din (5) şi (6) rezultă că & TMC =<% AMC, deci T aparține dreptei. 
AM, deci punctele M, T, A, sînt coliniare. 
VII.G.31. a) Fie O şi O’ centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor 
f ; Zs dna ERE a m(BD) 
ABD şi respectiv ACD. (Vezi fig. VII.G.31.). Avem : m(DAB) = dit Sl a 


mén 


AN AN AN 
= m(DBM) ; m(DAC) = = m(DCM). 


Dar, în triunghiul Bmc, (DBA). -+ m(DCM) + m(BMČ) = = 180°. 
Deci m(DAÈ) + m(DAÙ) + m(EMC) = 180°, adică m(BAE) + 
+ m(BMC) = 180°, deci patrulaterul ABMC este inscriptibil. 


b) Dacă punctele A, D, M sînt coliniare, atunci ADM este diagonală. 
a patrulaterului inscriptibil ABMC. Rezultă că 


<A CAD = 4% DBM. (1) 
Dar 


<% DBM = <A BAD. (2) 
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Din (1) și (2) rezultă că <% BAD = 4 CAD, deci AD este bisec- 
toarea unghiului BAC. 
, [AN AN 
Reciproc, dacă AD este bisectoare, atunci BAD = CAD. (3) 


AI 
Fig. VII.G.31. 
Dar ABMC fiind inscriptibil, avem 
© CAM = % CBM, <% CBM = q BAD. (4) 


Pa AN 
Din (3) şi (4) fezultă că CAD = CAM, deci punctele A, D, M sînt 
 coliniare. 


VII.G.32. METODA 1. a) Deoarece OD L DE, OE L DE, rezultă că 


-OD || O»E. Rezultă că X BO,D şi X COE sînt suplementare, fiind un- 
„ghiuri externe de aceeași parte a secantei. Cum X BO,D și x EO-C 


~ ~ 
„sînt unghiuri la centru, avem m(BD) + m(EC) = 180°. (1) 


Fig. VII.G.32. ” 
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Dar m(BAD) = eo) MEG 


, m(EAC) = TEC (2) 


2 
O: 
Din (1) şi (2) rezultă că m(BAb) + m(EAG) eg 00 e 90°. 
2 


~N AN 
Deci m(DAE) = 180° — 90° = 90°. Rezultă că triunghiul DAE este 
dreptunghic (în A). 
b) Dreptele O,D și OE sînt paralele, fiind perpendiculare pe aceeași 
dreaptă, deci X DOJA şi SX EO»A sînt suplementare, fiind unghiuri 


interne de aceiași parte a secantei. Rezultă că m(ÂD) + m(ÂE) = 180°. 
Unghiurile DBA Si ECA sint unghiuri înscrise în cerc. Deci m(DBA) + 
> AD 9 
1 m(ÉCA) __ mu E m(EA) __ 180 
2 2 2 P 
şi ECA sînt complementare, deci m(BMC) = 90°. Deci triunghiul MDE 
este dreptunghic (în M). 
METODA 2 
Deoarece OD || OLE rezultă că XBOD= X AOE, fiind unghiuri 


PN N 
corespondente. Deci m(BD) = m(4E). Deci XBAD=xX ACE. Dar 
xX BAD şi X ACE au poziţie, de unghiuri corespondente. Rezultă că 


= 90°. Rezultă că unghiurile DBA 


AD || EC. (3) 
Pe de altă parte, unghiurile _BDA și AEC sînt înscrise îr 
semicercuri. Deci m(BDA) = 90°, m(AEC) = 90°. (4) 


Din (3) şi (4) rezultă că patrulaterul AEMD este dreptunghi. Deci 
triunghiurile DAE şi MDE sînt dreptunghice în A, respectiv M. 


VII.G.33. Vom arăta că unghiurile MAB și MNB sînt suplementare. 
Fie P punctul de tangenţă al celor două cercuri. (Vezi fig. VII.G.33.). 
Avem 


© MNP= 49 NBP = & BNO.. (1) 


De asemenea,. 
X NMP = 9 MAP. (2) 


Fig. VII.G.33. 
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AN 
Dar conform problemei 32, m(NPM) = 90°, deci unghiurile MNP 
și NMP sînt complementare. Din (1) şi (2) va _Xezulta că și unghiurile: 
MAB şi BNO, sînt complementare. Deci m(MAB)+ m(MNB) = 90° + 
+ 90° = 180%. 
Rezultă că patrulaterul AMNB este inscriptibil. 


VII.G.34. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC, A' piciorul: 
medianei AG, M intersecția dreptelor AA’ şi B"C” (Vezi fig. VII.G.34.). 


Patrulaterul BCB“C” este inscriptibil, deci 


X BCC” = q BBC" (1y. 
În triunghiul dreptunghic BGC, GA’ este mediană. Rezultă că 
AX GBA’ =  A'GB. (2) 
Dar = XBGA'= + AGB”, fiind unghiuri opuse la virf. (3) 


Fig. VII.G.34. 


AN AN 

Cum GBA' și A'CG sînt complementare, din (1), (2) și (3) rezultă 
că unghiurile MGB” și MB”G sînt complementare, deci m(B7MG) = 90°. 
Adică B”C” L AA'. 
VII.G.35. Considerăm problema rezolvată. Fie triunghiul A'B'C” înscris: 
în cercul de centru O; M, N, P proiecţiile punctelor A“, B’, C’ respectiv 
pe dreptele BC, C'A , A'B’ ; A, B, C intersecțiile dreptelor A'M, B'N,. 
C P cu cercul. (Vezi fig. VII.G.35.). Deoarece patrulaterul A'NMB' este 
inscriptibil, rezultă că Xx NA'M =& NB'M, deci XCA'A=XC'B'B. 
Cum ambele sînt unghiuri î inscrise în același cerc, arcele subîntinse sînt 
congruente. Deci AC: = BC. Deci virful C’ al triunghiului se găseşte 
la mijlocul arcului AB. 

Analog, B’ se găseşte la mijlocul lui AC, A’ la mijlocul lui BC. 

Efectuarea construcției. 
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Fie cercul de centru O și A,'B, C cele trei puncte date pe cerc. 

N 

“Construim din O, perpendiculara pe segmentul AB. Ea intersectează AB 
în mijloc. Notăm acest mijloc C’ 


Analog, construim B’, A’, mijloacele arcelor AC, respectiv BC. 
“Triunghiul A'B'C' este cel căutat. ` 


VII.G.36. Fie P intersecția dreptelor AB și CD. 
CAZUL I 


P interior cercului. (Vezi fig. VII.G.36.a.) 

a) În triunghiurile BDM şi CAM, avem: BM = CM (ca tagente 
duse din acelaşi punct la cerc). a au ate e cui (1) 

Deoarece : AB = CD, rezultă că AB=CD, deci AC= BD. Rezultă 
că: BD = AC, (2) 
şi că X MBD = 3 MCA (avînd suplemente congruente). (3) 


Fig. VII.G.36.a. 
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Din (1), (2), (3) rezultă, conform cazului L.U.L. că: A BDM = 


= A CAM. Deci MD = MA. PS 
Pas 180° — 
b) În triunghiul isoscel MBC, avem : m(MBC) = meet) = 


O Ta [e] m 
= 180 00400 Deci m BO) 80. 


SN AN AN 
Avem m(BPD) = 30°, m(BPC) = 150°, pentru că m(BPC) > 80°. 


Atunci m(ÉPC) = TEO mar) Deci m(ÂD) = 220°. Avem şi 
alte „aaa , o ON m sea: m 
m(BD) = m(40) = t a = 30°. 
Deci m(4B) = m(AC) + m(BC) = 30° + 80° = 110°. 


CAZUL II: 


P exterior cercului. (Vezi fig. VII.G.36.b.) 


a) Se demonstrează analog că A ABM = A DCM (L.U.L.). De aici 
rezultă că AM = MD. 


P 


Fig. VII.G.36.b. 


f Ap N 
b) În triunghiul MBC avem  m(MBC)=— 40°, deci m(BC) = 80°.. 
"~ [mN 
Dar m(BPC) = 30°, iar' m(BPÒ = maD) — mbc) | 


"~ [N m~ 
Rezultă că : m(AD) = 2m(BPC) + m(BC) = 60° + 80° = 140°. Deci 


2 2 


VII.G.37. Putem avea mai multe situații, după cum D este pe AB sau 
m m 
pe BC, sau pe AC. Raționamentul este, similar în toate aceste situații. 
m N 
Fie DE AB, EC AC. (Vezi fig. VII.G.37.a.). 


Fig. VII.G.37.a. 


METODA 1 j 
Deoarece AD || BE, rezultă < DAB = <X ABE (alterne interne) (1) 


Dar m(5CD) = ED) — m DAD). (2) 
Din (1), (2) rezultă : 4 ABE = <4 BCD. (3) 
Dar X ABC = 4 ACB (triunghiul ABC este isoscel). (4) 


ON DON 
Din (3) şi (4) rezultă că: X% EBC = 4 DCA, deci CE = AD. 
Deoarece secantele AE și CD determină pe cerc. arce congruente- 
rezultă că ele sînt paralele. 


METODA 2 

Fie următoarea lemă : i 

Dacă într-un patrulater două unghiuri opuse sînt congruente și 
două laturi opuse sînt paralele, atunci acel patrulater este paralelogram. 
(Demonstrația se bazează pe faptul că două drepte paralele determină 
cu o secantă unghiuri interne de aceeași parte a secantei suplementare.) 
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later 


Fie M intersecţia dreptelor BE şi CD. Deoarece ADBC este patru- 
înscris în cerc, rezultă : 


deci AE || C 
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< ADC = < ABC. (5) 
Deoarece ABCE este patrulater înscris în cerc, rezultă 
<x AEB = 4 ACB. (6) 
Dar triunghiul ABC este isoscel, deci 
3X ABC = <4 ACB. (2 
Din (5), (6) și (7) rezultă 
<% ADC = < AEB. (8) 
Dar AD || BE. (9) 
Din ta şi (9), aplicînd lema, rezultă că ADME este paralelogram, 
METODA 3 
~ Papi 
Fie DE AC, E€ BC. (Vezi fig. VII.G.37.b.) 
A 
P C 
Fig. VII.G.37.b. 
Deoarece BE | AD, rezultă # 
AB = DCE. (10 
„Deoarece <% ABC = <4 ACB, rezultă 
AB = ADC. (11 1 


Din (10) şi (11) obținem ĎCÈ=ÁDČ:; rezultă că AD=CE 
Deci X% EAC= 4 ACD. Rezultă că: AE || CD. 

METODA 4 (Vezi fig. VILG.37.c) 

Deoarece. patrulaterul ABCD este inscriptibil, rezultă 

A ADB = < ACB. as 


Dar X ABC = X ACB (triunghiul ABC este isoscel). (13) 

Avem X ADB = x% DBE (alterne interne). (14) 

Din (12), (13) şi (14) rezultă că X DBE = <4% ABC. Deci X ABD = 
= AX CBE (diferențe de unghiuri congruente). Rezultă că AD = EC. 


' Pig, VILG.3T.c. 


VII.G.38. Fie M între A şi mijlocul segmentului . AB. (Vezi fig. VII.G.38.) 
AN 
a) Din ipoteză rezultă că m(OMD) = m(OAD) = 90°. Deci punctele 


O, M, A, D sînt conciclice. Rezultă că : <x OAM = X ODM. (1) 
b) Deoarece m(OME) = m(OBE) = 90°, punctele O, B, E, M sînt 

conciclice. Rezultă că : X OEM = XX OBM. (2) 
Dar triunghiul OAB este isoscel, deci X OBM = + OAM. (3) 


Fig. VIl.G:38. 
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Din (1), (2) şi (3) rezultă că X OEM = <% ODM, deci triunghiul OED 
este isoscel. Rezultă că înălțimea OM este şi mediană, deci MD = ME. 

Demonstrația este aceeași dacă M este între B și mijlocul segmen- 
tului AB, figura obținută fiind simetrică faţă de dreapta OP. 


VII.G.39. Punctele E şi F pot fi ambele interioare segmentului BC, sau 
numai unul din ele, sau nici unul. Deci problema admite mai multe so- 
luţii. (Vezi fig. VII.G.39.a, b, c.) Remarcăm însă că soluții diferite obţi- 
nem în următoarele două situaţii, (celelalte rezolvîndu-se analog cu 
acestea) 


Fig. VI1.G.39.a. 


I. Centrul dreptunghiului ABCD este interior triunghiului MEF. 
(Fig. VII.G.39.a, b.) 


II. Centrul dreptunghiului ABCD este în exteriorul triunghiului 
MEF (Fig. VII.G.39.c.). 


CAZUL 1: 


| În acest caz diagonalele dreptunghiului sînt diagonale ale patrulate- 
rului GHIJ. Vom arăta că: X GHJ = <% GIJ. 


Deoarece triunghiul MEF este isoscel, X MEF = <X MFE. Rezultă : 

X BEM = x% CFM. (1) 

Deoarece ABCD este dreptunghi, X DBC= <% BCA. (2) 

Din (1) și (2) rezultă că 4% CIF = <X BHE, deci % GHJ = & GIJ, deci 
punctele G, H, I, J sînt conciclice. 
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CAZUL II 


În acest caz, diagonalele dreptunghiului nu sînt diagonale ale patru- 
laterului cu vîrfurile G, H, I, J. Vom arăta că <39 GIJ = & MHJ. 

Avem, în triunghiul isoscel MEF, &% MFE = MEF, deci și suple- 
mentele lor CFI şi BEG sînt congruente. Apoi, X ACB = <X DBC. Deci, în 
triunghiurile HBE şi ICF, avem &% HEB = q CFI şi X HBE = q FCI. 


Fig. VII.G.39.b. Fig. VII.G.39.c. 


Rezultă că X BHE = <% CIF. Dar X MHJ este opus la vîrf cu < BHE. 
Rezultă că :X MHJ = 4 CIF = X GIJ, deci punctele G, H, J, I sînt 
conciclice. 


VII.G.40. Figurile VII.G.40.a şi b ne sugerează că sînt posibile mai multe 
situaţii ; de exemplu, A poate aparține arcului mic BC sau arcului mare 
BC. O privire mai atentă asupra problemei ne permite să discernem că 
numai poziția punctului E de intersecție a dreptelor AC şi OD poate 
modifica natura soluţiei problemei. 


CAZUL I: 
Fie AC > AB. În :acest cazidreapta OD intersectează segmentul AC. 
a) Deoarece AD este bisectoarea unghiului BAC, rezultă că m(BC) = 
= 2-m(8D). 
N 
5 : N AN — 
Avem : m(BOD) = m(8D), m(5B4%) = Po m(BD). 
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Deci X BOD = 4 BAC. Rezultă că patrulaterul AEOB este inscrip- 
tibil, adică A, B, O, E sînt conciclice. 


b) METODA 1 


Se arată uşor că dreapta OD este mediatoarea segmentului BC. 
Cum E aparţine dreptei OD, rezultă că EC = EB. 


Deci, triunghiul EBC este isoscel, deci ED este bisectoarea unghiu- 


lui BEC. (1) 
Unghiurile BEC și AEG sînt opuse la vîrf. (2) 
F este pe dreapta ED. (3) 


Fig. VI1.G.40.a. 


Din (1), (2) şi (3) rezultă că dreapta EF este bisectoarea X AEG. 
Obținem FG = FA, deci FG = FA, deci triunghiul AFG este isoscel. 
METODA 2: 


Deoarece punctele A, B, O, E sînt conciclice, {X ABE = A EOA. Dar 
E aparţine dreptelor:OF şi BG, deci X FOA = -X ABG. Rezultă că: 


m(AF) = pa m(AG). De aici rezultă că AF = FG. 


c) METODA 1 


Avem _m(DCE) = m(DBÈ) = 180%. Ştim că AF=GF, CD=BD. 


Rezultă că CG= AB. Deci AG || BC, adică AGCB este trapez. Fiind in- 
scriptibil, trapezul este isoscel, e: 


METODA 2: 
A CEG = A BEA (conform cazului U.L.U.). Rezultă că OG = AB, 
deci CG = AB. De aici obținem că GA || CB. 
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METODA 3 


~ A~ 

Avem m(FGD) = m(FAD) = 90°, FD = DF, FG = FA.'Rezultă că- 

A FGD = A FAD (I.C.). De aici obținem că X GFD = q AFD, deci FD 

este bisectoare în triunghiul isoscel AFG. Rezultă că. AG L'FD. Dar 
FD L BC. În concluzie, AG.|| BC. 


Fig. VII.G.40.b. 


CAZUL II: 


Fie AC < AB. În acest caz, dreapta OD nu intersectează segmen- 
tul AC. Se obține uşor că c) =} b) =} a) =} c) ; de aceea vom demonstra 
numai c) e 

Conform ipotezei, dreapta OD este mediatoarea segmentului B BC. 


Deci : BE = EC şi <% EBC = A ECB. Rezultă că că BGĂ = GAC, deci BG + 
+ GA = GA + AC de unde, obținem BG= AC. în consecință AG || BC, 
deci AGCB este trapez isosceh P 

CAZUL III | 

Dacă AB = AC triuâghiul ABC este isoscel şi punctele E. A, F, G 
coincid. Concluziile a), b), c) a verifică şi în acest caz. 
VII.G.41. Triunghiul AOA, este isoscel, deci X OA 4, = X OAA}. 

Dar < BAB, =< 0AA, şi X CAC= < 0O44, fiind unghiuri 
opuse la vîrf. i 

Rezultă că 


< BAB, = XX CAC. (1) 
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Triunghiul ABC este isoscel, deci: XB BA, = q CCA. 

Din (1) şi (2) rezultă că XC B.B>= < BCC. Deci punctele B4, 
B>, Cs, Co sînt conciclice. 

b) Dacă Bi, Bə» Ci, Cə sînt virfurile unui trapez isoscel, rezultă că 
OB, = OC, Şi OB» = OC. Deci, BC == B,C}. 


A 


Fig. VII.G.41.a 


Folosind a), obținem că A ABC, = A ACB, (U.L.U.). Rezultă că 
A AB0 = A AC,O (L.L.L.), deci AX BAO =< CAO, adică O aparţine 
bisectoarei unghiului BAC. 


Fig. VII.G.41.b 
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Observaţie : Există mai multe figuri ce corespund ipotezei proble- 
mei, generate de următoarele situaţii : unghiul A al triunghiului ABC 
este ascuţit sau obtuz ; centrul cercului este interior sau exterior triun- 
ghiului ABC. (Vezi fig. VII.G.41. a, b, c.) Demonstrația se face analog. 


Fig. VI1.G.41.c 


VII.G.42. Notăm m(BAČ)= 3a, m(ABČ) = 38. (Vezi fig. VII.G.42) 
a) Raţionăm prin reducere la absurd. 
Presupunem că PQRT este inscriptibil. Deoarece X APQ este unghi 


exterior triunghiului APB, rezultă că m(APĂ) =a + Bb. în triunghiul ARB 


m(ARB) = 180° — 2(a + 6). Dar PQRT este inscriptibil, deci X APQ = 
= ARB. Rezultă că: a+ B= 1800 —2(0-+f). Adică 3(a + 6) = 180, 


Fig. VII.G.42. 
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AN AN . i a ) 
deci m(BAC) + m(ABC) = 180%, ceea ce este în contradicţie cu faptul că 
ABC este triunghi. Deci presupunerea făcută este falsă. Rezultă că PQRT 
nu poate fi înscris în cerc. 


b) Deoarece MNRT este  inscriptibil, XATR= q ANM. Dar 
Pai AN 
m(ATR)=a-+ 28; m(ANB) = 180° —(2a + 38). Deci 28B = 180° — 3a — 
AN 


— 3p = 180° — 3(a + B) = m(ACB). Adică X% DBC = < DCB, deci triun- 
ghiul BDC este isoscel, avînd BD = DC. Se arată analog că triunghiul 
AMC este isoscel, avînd AM = MC. 

c) Conform ipotezei c) şi conform b) avem + DBC = < ACB şi 
<% MAC = X ACB. Rezultă că: X DBC= AX MAC, deci a =ß, deci 
3a = 3ß. Adică X CAB = 4 ABC, deci triunghiul ABC este isoscel, avînd 
AC = BC. 


d) Dacă RNCE este inscriptibil, rezultă că unghiurile ECN şi ARB 
sînt suplementare, m(ACB) + m(ARB) = 180°. (1) 
Dar m(ARB) = 180° — 2a + P) ; 
m(ACB) = 180 — 3(a + 6). 
Însumînd relaţiile (2) şi înlocuind în (1), obținem 
360° — 5(a + fi) = 180°. 
Adică 5(a-+ 6) = 180°, deci a- B = 36°. 
m(ACBy = 180° — 3.360 = 72., 


(2) 


VII.G.43. a) Avem: m(MBM')== 90°. (Vezi fig. VILG.43.) Din ipoteză 
rezultă că triunghiurile 2 MBN şi M_BP sînt isoscele. Notăm : m(BMN) = 
= m(BNM) =a, m(BM'P) = m(BPM')= 8. Conform teoremei despre 
suma unghiurilor în cele două triunghiuri, avem : 2a = 180° — m(MBN) ; 
28 = 180° — m(M' BP). Adunind cele două relaţii obţinem: 2(a + $) = 


= 360° — (m(MBN) + m(M'BP). Dar, m(MBN) +- m(M'BP) = 360 — 

— 90° = 270°. Deci : 2(a + B) = 360° — 270° = 90; rezultă că «+ B= 
90° a , ~N => 

= P = 45°. Deci : m(ANM) + m(APM’) = 45° = ct. 


Fig. VIIL.G.43. 
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b) Din modul de construcție a punctelor N,, Pı rezultă că triunghiu-— 
rile MNN, și M'PP, sînt isoscele. Unghiurile de măsuri a, respectiv. f 
sînt unghiuri exterioare în triunghiurile. MNN,, respectiv M'PP,. 


AN AN 
Rezultă : a = 2-m(NMN;1) ; B = 2:m(PM'P). 


, AN AN O 
Deci m(NMN,) + m(PM'Pp = ste = a | 


Printr-un raționament similar obținem 


AN o 
mAN) + mE Pa) = cte = = | 


Observăm că, la fiecare pas, suma se înjumătățește. Deci, după pri-: 
o o ; o 


mul pas avem =, după al doilea , după al treilea a după al patru- 


4 RO o 


lea i după al cincilea = , după al şaselea 2 


Åt 


. Deci după al şaselea. 


pas, suma devine mai mică de 1°. 


VII.G.44. a) Deoarece AB = CD, rezultă că AB = CD (Vezi fig. VII.G.44.). 
Deci AD = BC. Rezultă că AD = BC. (1): 
Dar, X% MAD= X MCB; + MDA= X MBC. (2). 


Din (1) și (2) rezultă că A AMD = A CMB (U.L.U.). Rezultă că 
AM = MC, DM = MB. 


b) Deoarece AD = BC, rezultă că dreptele AC şi BD sînt paralele. (3) 
Deoarece O, este mijlocul segmentului BD, OO; L BD. (4) 
Deoarece O, este mijlocul segmentului AC, 002 L AC. (5) 


Fig. VIL.G.44. 


Din (3), (4) şi (5) conform teoremei de unicitate a perpendicularei: 
duse dintr-un punct pe o dreaptă, rezultă că punctele O, Os, Oz sint 
coliniare. (6) 
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Deoarece triunghiul AMC este isoscel, M aparține mediatoarei seg-. 
mentului AC, deci M aparţine dreptei 0,0». (7) 
Din (6) şi (7) rezultă că O, O, M, O; sînt coliniare. 


VII.G.45. Orice patrulater convex ABCD care îndeplineşte condiţia 
AB+CD=BC-—+ AD este circumscriptibil unui cerc. Fie O centrul 
“cercului înscris în patrulaterul ABCD și M, N, P, Q punctele de tan- 
genţă ale laturilor AB, BC, CD, DA cu cercul. (Vezi fig. VII.G.45.). 


Fig. VIl.G.45. 
Avem BM = BN (dreptele BM, BN fiind tangente duse din același 
punct la cerc). „(DD 
PN 
Apoi, A AMQ= A CNP (sînt triunghiuri isoscele avind A=C şi 
MQ = NP (MQ= NP)). Rezultă că: AM = NC. (2) 
Din (1) și (2) rezultă că AB = BC, deci triunghiul ABC este 
iisoscel. (3) 


Analog, QD = PD şi AQ = CP, deci triunghiul ADC este isoscel. (4) 

Semidreapta BO este bisectoarea unghiului ABC, deci din (3) rezultă 
că BO L AC. (5) 

Analog, “din (4) rezultă că OD L AC. (6) 

Din (5) și (6), conform teoremei de unicitate a perpendicularei duse 
dintr-un punct pe o dreaptă, rezultă că punctele B, O, D sînt coliniare. 
Deci dreapta BD este mediatoarea segmentului AC. Deci, oricare ar fi 
X € AB U AD, există YEBCUCD astfel încît d(X, BD) = d(Y, BD), 
adică dreapta BD este axă de simetrie a patrulaterului ABCD. 


VII.G.46. Conform notaţiilor din fig. VII.G.46., avem: 


4x + 4y = 120 
Yt 
x 3 
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r+ y 


4 
Rezultă x -+ y = 30. Folosind proporții derivate, obținem =———*= E 
x 


ȚAR E VER Şi y 1 iera n 2 
4 2 xr +y Tg ; “4 9 Rezultă AB = 
= 45 cm, CD =15 cm, AD = BC = 30 cm. Fie A' proiecția lui A pe 


dreapta CD. Avem A'D = qx — y = Si = 15 ; AD = 30. Deci A’ D = 


1 J TON AN AN 
— = AD. Rezultă că m(A'AD)=— 30°. Deci m(DAB) = 60° = m(ABC) şi 


AN [N 
m(BCD) = m(ADC) = 120°. 


A! Dy y C 


A x x 8 
Fig. VII.G.46. 


VII.G.47. a) A şi E sînt simetrice față de dreapta BC. Rezultă că 
«dreapta BC este mediatoarea segmentului AE. Deci triunghiul ABE este 


isoscel. Deci X BAE = x BEA. (1) 


A 


Fig. VII.G.47. 
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Dar AB || NE, fiind perpendiculare pe aceeași dreaptă. Rezultă că 
x AEM = x BAE. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă că <x NEA = <A BEA. Rezultă că semidreapta 
EA este bisectoarea unghiului NEB. Dar, conform ipotezei AE este 
mediatoarea segmentului MQ. Deci. dreapta AE este bisectoare în tri- 
unghiul isoscel MEQ. Rezultă că X BEA = <& QEA. Deci punctele Q, B, 
E sînt coliniare. 

b) Deoarece AE L NB, AE L MQ, rezultă că NB || MQ, deci MQBN 
este trapez. Din cele arătate la a) rezultă că dreapta 4E este axă de 
simetrie a trapezului MQBN. Deoarece admite axă de simetrie, trapezul 
MQBN este isoscel, deci inscriptibil. (Vezi fig. VII.G.47.). 


AN 
VII.G.48. a) În patrulaterul CPMN, PN şi MC sînt diagonale şi m(NPC)= 
1N 


= m(CMN) = 90°. Rezultă că CPMN este inscriptibil. (Vezi fig. VII.G.48.). 
b) Deoarece CPMN este inscriptibil, rezultă că X ANC = x MPA. (1) 


a R 


Fig. VII.G.48. 


Fie R pe tangenta prin A la cercul circumscris lui ABC, R de aceeași 
parte cu P față de diametrul care trece prin A. Avem că: 


A/N ~N AG 
m(ANC) = m(RAG) = ma) l (2) 
Din (1) și (2) rezultă că X MPA = & RAC. Rezultă că MP || AR, 
deoarece determină cu secanta AP unghiuri alterne interne congruente. 


VII.G.49. Fie TMP tangenta comună la cele două cercuri, T în același 


semiplan determinat de dreapta. 0,0», ca și B, P în celălalt semiplan. 
(Vezi fig. VII.G.49.). 


PR N = 
Avem : m(ÎMB) = mAB = mea (1) 


mfi = DATĂ) muba n 
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Din (1) și (2) rezultă că + MO,A==-X MO»B. (Obţinem același lucru 
| [N 
observind că în triunghiurile isoscele OAM şi OBM, avem OMA = 


N 
= OMB, deoarece sînt opuse la vîrf). 


T 


Fig. VII.G.49. + 


Deoarece dreptele O.A și OB determină cu secanta 0,0, unghiuri 
alterne interne congruente, rezultă că sînt paralele. Perpendicularele pe 
fiecare din aceste drepte sînt de asemenea. paralele. 


VII.G.50. CAZUL I 


Dacă în cercul (0), BC < AB, tangenta în B la cercul O și dreapta 
AC se intersectează în semiplanul determinat de dreapta. BC ce, conține 
arcul mic BC. (Vezi fig. VII.G.50 a.). - 

a) Fie T situat tii PE pa DB, în afara segmentului DB. Avem: 


m(TBă) = m(ÂCĂ = mA), (Í) 
X EBD = X TBA, fiind opuse la vîrf ; jr (2) 
xX BED = X ACB, deoarece BEDC este înscris în cerc. (3) 


Din (1), t2) şi (3) rezultă că XBED = q9 EBD, deci triunghiul BDE 
este isoscel. 

b) Avem < CED= Q DBC= X BAC. 

Deoarece :%X CED = X EAC, dreapta DE: este tangentă. cercului 
circumscris triunghiului ACE. 

c) Fie F intersecția dreptelor. AO şi: DE. Fie H:proiecţia lui O pe 
dreapta AC şi‘ H’“punctul de intersecție al al dreaptei OH cu cercul (0). 


Deoarece OH L a H’ este mijlocul lui AC. Deci m(AOH) = m(4H’) = = 
= ma = = m(ÂBE); (4) 
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Dar B, C, D, E sînt conciclice, deci XX ABC = AX CDE. (5) 
Cum H, C sînt pe dreapta AD ; din (4) și (5) rezultă că < AOH = 


= X HDF. Deci patrulaterul OFDH este inscriptibil, deci m(OFD)=— 
AN 
= m(OHA) = 90°. Deci dreptele AO şi DE sînt perpendiculare. 


Fig. VII.G.50.a. Fig. VII.G.50.b. 


CAZUL II: 

Dacă, în cercul (O), BC > AB, tangenta în B la cercul (O) şi dreapta 
AC se intersectează în semiplanul determinat de dreapta CB ce conţine 
punctul A. (Vezi fig. VII.G.50 b.). 

Demonstrația se face asemănător cazului I. 


CAZUL III: t 


Dacă BC = AB, tangenta în B este paralelă cu dreapta AC şi 
problema nu are soluție. 


VII.G.51. CAZUL I: 

Dacă AB > AC, atunci H este exterior segmentului A'B (Vezi fig- 
VII.G.51.a.). A 

a) Dreptele AC’ şi EB’ sînt paralele. Rezultă că AX C’ AE = 9% AEB 
(alterne interne). Dar X C'AE = AX EAB’, dreapta AE fiind bisectoarea 
unghiului C'AB’. i 

Din afirmaţiile de mai sus, rezultă că XEAB'= 49 AEB’, deci 
triunghiul AEB’ este isoscel. Rezultă că AB’ = EB’. Dar AB = B C, 
deci AB’ = B'C = EP’. Rezultă că triunghiul AEC este dreptunghic în 
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OO AN Pasi 
E. Deci m(AEC) = 90°. Dar m(AHC) = 90%. Deci punctele A, E, C, H 


sint conciclice. 

b) Deoarece J CFA = < FAC (unghiuri alterne interne) și X C’ AF =: 
= X FAC, rezultă că  C'AF =< C'FA, deci triunghiul AC'F este isoscel. 
Rezultă că AC’ = BC’ =C'F, deci triunghiul BFA este dreptunghic în: 


Pai A Pas 
F, deci m(AFB) = 90"; dar m(AEC) = 90° şi deci dreptele CE și BF' 
sint paralele. 


Fig. VII.G.51.a. 
CAZUL II: 
Dacă AB < AC, atunci H este exterior segmentului A'C. (Vezi fig. 
VII.G.51.b.). Demonstrația se face în mod analog. 


Fig. VII.G.51.b. 


CAZUL III: 
Dacă AB = AC, punctele A’, D, H, E, F coincid. 


VII.G.52, a) Fie ABC un triunghi ascuțitunghic. (Vezi fig. VII.G.52.a.)- 
Fie B,, C, picioarele înălțimilor duse din B, respectiv C. Deoarece HA = 
= A'A”, BA' = A'C, patrulaterul HBA”C este paralelogram. Rezultă că. 
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BB, || A”C, CC,||A”B. Dar CC, L AB, deci A”B L AB şi BB, L AC, 


deci A”C L AC. Rezultă că: 
A, B, A” determină un cerc de diametru AA” (1) 
A, C, A” determină un cerc de diametru AA” (2) 


A 


Fig. VII.G.52.b. 
„Din (1) şi (2) obţinem că A, B, C, A” sînt conciclice, deci A” se 
:află pe cercul circumscris triunghiului ABC şi AA” este diametrul 


„acestui cerc. 
b): Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Fie O intersecţia 


dreptelor HG și AA”. Vom arăta că O este centrul cercului circumscris 
triunghiului ABC. 
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AA' este mediană în triunghiul ABC, G este centrul de greutate, 


deci : 
AG 2 3) 
AA 3 ( 


Dar AA' este mediană în triunghiul AHA” şi din (3) rezultă că G 
este centrul de greutate al triunghiului AHA”. Deci HO este mediană 
în acest triunghi. Rezultă că AO = OA”. Din a) ştim că AA” este dia- 
metrul cercului circumscris triunghiului ABC. Cum O este mijlocul lui 
AA” rezultă că O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, 
deci punctele H, G, O sînt coliniare. 

Demonstrația se face analog în cazul în care triunghiul ABC este 
obtuzunghic. (Vezi fig. VII.G.52 b). 


VII.G.53. Fie ABC un triunghi ascuţitunghic şi B’, C’ proiecţiile lui 
B, respectiv C pe laturile opuse. (Vezi fig. VII.G.53 a). 


Fig. VII.G.53.a. 


a) METODA 1 


Unghiul ABD este înscris într-un semicerc. Rezultă că: BD L 
L AB. Dar CC’ L AB (CC' înălțime în triunghiul ABC). Rezultă că 


BD || CC”, deci: BD || CH. (1) 
Analog, CD L AC şi BB’ L AC, deci CD || BH. (2) 
Din (1) şi (2) rezultă că BDCH este paralelogram. 
METODA 2 


AN AN 
Patrulaterul AC'HB' este inscriptibil (m(AC'H) + m(AB'H) = 1809). 
Rezultă că unghiurile C'HB' şi C'AB’ sînt suplementare. Dar X BHC = 
= <-C'HB', fiind opuse la vîrf. Rezultă că X BHC şi < BAC sînt suple- 
mentare. Cum ABDC este înscris în cerc, rezultă că A BDC și A+ BAC 
sînt suplementare. Deci, X BDC= <4 BHC (avînd acelaşi suplement). (3) 
Pe de altă parte, m(ÁBD) = 90° ; m(4CD) = 90° (fiind unghiuri 
înscrise în semicercuri). Deoarece BCB'C' este inscriptibil, rezultă că 
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CBB = <LB'CC'. Deci m(HBD) = = 90° — m(Č BB’) = = 90° — m(GCi CB’)= 
= m(ECb). Adică : 
<% HBD = 4% HCD. (4) 
Din (3) şi (4) rezultă că patrulaterul BDCH, avînd unghiurile opuse 
congruente, este paralelogram. 
b) METODA 1 


Fie E piciorul perpendicularei duse din O pe BC. Avem BE = 
= EC. (Perpendiculara din centrul unui cerc pe o coardă a cercului trece 
prin mijlocul coardei). Dar BC este diagonală în paralelogramul BHCD 
şi HD la fel. Într-un paralelogram, diagonalele se intersectează la mijlo- 
cul fiecăreia. Rezultă că HD trece prin E. În triunghiul AHD avem: 


OD = OA, DE = EH. Rezultă că OE este linie mijlocie, deci OE =. 


METODA 2: 


Deoarece OE şi AH sînt perpendiculare pe BC rezultă că OE || AH. 
Cum OA = OD rezultă că OE este linie mijlocie în triunghiul ADH, 


deci OE = = . 


Raționamentul este analog în cazul unui triunghi ABC obtuz- 
unghic. (Vezi fig. VII.G.53.b.). 


Fig. VII.G.53.b. 


VII.G.54. METODA A 


Arătăm că m(BME) = = 180°. (Vezi fig. 54. a.) 
„Deoarece MM’ este diametru, m(MPM’) = = 90° = m( MPB). Cum 


m(MNB) = = 90°, rezultă că patrulaterul MPNB este inscriptibil. Deci : 
X BMN =<% BPN. Avem : $ BPN = 4% CPM’ (unghiuri opuse la vîrf). 


Dar patrulaterul M'PMC este inscriptibil, deci X CPM’ = X CMM’. Tri- 
unghiul COM este isoscel, deci + CMM’ = + MCO. Rezultă că 
x MCO= 4 BMN. (1) 
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Fig. VII.G.54.a. 


Cum MN || AC, rezultă 
X NMO= < COM. (2) 
[AN AN AN Pai 

Din (1) și (2) obținem: m(BMC) = m(BMN) + m(NMO) + m(OMC) = 
= m(MCO) + m(COM) + m(OMC). Cum q MCO, X COM, XOMC sînt 
unghiurile aceluiași triunghi, rezultă că m(BMC) = 180°. Deci punctele 
C, M, B sînt coliniare. 

METODA 2 


Vom arăta că MC || AM’ şi MB || AM’ (Vezi fig. VII.G.54.b.) 
Patrulaterul AM'CM este dreptunghi, deoarece diagonalele AC și 

MM’ sînt congruente și se taie în părți congruente. Rezultă că : 
MC || AM” (3) 


Fig. VII.G.54.b. 
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AN AN 
Patrulaterul MBNP este inscriptibil (m(MPB) = m(MN B) = 90°). 
Rezultă că + MBP= < MNP. Dar MN || AC, deci X MNC = & NCA 
{alterne interne). 


Patrulaterul AM'CP este înscris în cerc, deci X NCA = q PM'A. 
Deci X MBP = X PM’ A. Rezultă că MB || AM’ (4) 


Conform axiomei paralelelor, prin M trece o singură dreaptă para- 
lelă cu dreapta AM’, deci din (3) și (4) rezultă că dreptele MC şi MB 
coincid, adică punctele B, M, C sînt coliniare. 


METODA 3 (Vezi fig. VII.G.54.b.) 
Deoarece PMBN este inscriptibil, rezultă că % PMB=<& PNA (5) 
Dar < PMA = 4 PCA (subintind arcul AP). (6) 


În triunghiul ACN, & PCA şi PNA sînt complementare. Din (5) 
şi (6) rezultă că și X% PMA şi <x PMB sînt complementare. Deci 
[AN 
m(AMB) = 90°. Pe de altă parte, m(AMC) = 90°. Rezultă că m(CMB) = 
90° — 90° = 180°. 
VII.G.55. a) METODA 1: 


Deoarece TC L AC, CF = AC, rezultă că dreapta TC este media- 
toarea segmentului AF. Rezultă că : 


3% TAC = < CFT. (1) 
Dar m(TAČ) = m(ÎMB) = me) (2) 
Triunghiul MOT e isoscel ; rezultă 
< OTM = < TMB. (3) 
Din (1), (2), (3) rezultă că : 
«x OTM = & CFT. (4) 
Dar OT || AF. (5) 


Din (4) și (5) rezultă că dreptele MT şi TF coincid, deci punctele M, 
T, F sînt coliniare. 


METODA 2: 


Fie NT diametrul ce conține OT. Deoarece A MOT = A BON, re- 
zultă că NB ||MT. (6) 


Deoarece NT || AB, rezultă că NTBA este trapez isoscel. Rezultă că 
NB = AT (iiind diagonale într-un trapez isoscel). Cum dreapta TC este 
„mediatoarea segmentului AF, rezultă că FT = AT. 


Deci NB = FT. (7) 
Dar NT || BF. (8) 
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Din (7) și (8) rezultă că NTFB este trapez isoscel sau paralelogram. 


Dar X TNB este ascuţit (în A NTB, m(B) = 909, iar NTF obtuz. R E 
că NTFB este paralelogram. Deci : ) uz, Hezultă 


NB || FT. 0 


Din (6) și (9) în conformitate cu axioma paralelelor. rezultă 
dreptele MT şi FT coincid. P , Tezultă că 


È 


Fig. VII.G.55. 


METODA 3: 


Avem m(ÉTM) = 90%, deoarece subîntinde diametrul BM. ABTM 
este înscris în cerc, deci X TBF = & TMA. 

Pe de altă parte, X% BTC=& BAT (subîntind același arc). Cum 
dreapta TC este mediatoarea segmentului AF, avem X TAB = & TFC. 
Deci X BTC=<& TFC. În triunghiul TFC, unghiurile TFC şi CTF sînt 


complementare, deci şi ÉTC şi CTF sînt complementare. Rezultă că 
m(BT?) = 90°. 

În concluzie, m(MTF) = 90° + 90° = 180°. 

b) Din a) rezultă că m(BTF) = 90°. Segmentul TE este mediană în 
triunghiul dreptunghic TBF, deci TE == BE. Rezultă că triunghiul 


TEB este isoscel. 
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c) Vom arăta că AOTE este trapez isoscel, „deci inscriptibil. Din 
TE = EF rezultă că XEFT=XETF. Notăm m(EFT)=—a; Xx TEB este 
unghi exterior triunghiului TEF. Rezultă că 

Pai 
m(TEB) = 2a. (10) 
Triunghiul TOA este isoscel. Din cele obţinute anterior, rezultă că 
AN AN 

m(OAT) = MOTA) =q. 

Deci m(OAB) = 2a. (11) 

Cum OT || AE, din (10) şi (11) rezultă că AOTE este trapez isoscel. 


VII.G.56. Fie M intersecția dreptelor A'B' și OO’ 
Arătăm că M € C(O, r). (Vezi fig. VII.G.56.a.). 


Fig. VII.G.56.a. 


SN AN 

Avem : m(4' AO) = 90° = m(0BB') AA’ = BB' (fiind diferențe de 
segmente congruente) ; OA = OB (fiind raze în acelaşi cerc). Rezultă că : 
A OA'A = A OB'B (C.C.). Deci OA’ = OB’ Rezultă că O aparține me- 
diatoarei segmentului A'B' ; la fel O'. Deci A'B' L OO’. 1 

Avem : XOA'M=XOB'M =XOB'A'. Dar XOB'A'=XOA'A. 
Rezultă că Xx OA'A=>X OA'M. Deci A AA'0=A MA'O (LU). 

Rezultă că: 


OM = OA =r. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă că dreapta A'B’ este tangentă în M la cercul 
de centru O. 
b) (Vezi fig. VII.G.56.b.) Avem 


m(00B') = m(0B). (3) 

Deoarece OO’ || AC, rezultă că : 

x ACB’ = x 00'B ; (4) 
N 1p i 

m(Â4'B') = me = m(0B'). (5) 


Din (3), (4), (5) rezultă că X AA'B'=-X ACB’; deci patrulaterul 
AB'CA' este inscriptibil. 


198 


Fig. VII.G.56.b. 


c) Vom arăta că X SQC = X PQC, de unde rezultă că S aparţine 
dreptei QP). (Vezi fig. VII.G.56.c.) 
AN PN 
Patrulaterul AQCP este inscriptibil (m(Q) = m(P) = 90%). Rezultă că : 


xX PAC = x PQC. (6) 


Fig. VII.G.56.c. 


Patrulaterul AB'CA' este inscriptibil. Rezultă că : 


x PAC=X A'AC= x A'B'C. (7) 
Dar XCQB'=X B'SC. Rezultă că B'CSQ este inscriptibil. Deci : 
X A'B'C= xX SB'C = X SQC. (8) 


Din (8), (7), (6) rezultă că X SQC=XPQC. Deci Q, S, P sînt 
coliniare. 
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AN AN 
VII.G.57. a) Notăm m(BAC) = 2a, m(ACB) = 2ß. 


AN 
Deci m ABC) =a +4 f. (1) 
Deoarece X NQA este unghi exterior triunghiului AQC, rezultă că : 
[AN AN AN 
m(NQA) = m(QAC) + m(QCA) =a + B. (2) 


Din (1), (2) rezultă că: X NBM = & NQA (N€ AB, M € BC). Deci 
patrulaterul NBMQ este inscriptibil. 


Fig. VII.G.57.a. 


b) Deoarece Q este punctul de intersecție a două din bisectoarele 
triunghiului, BQ este bisectoare. Deci : 


xX NBQ = x MBQ. (3) 
Deoarece BMQN este inscriptibil: X NBQ = x QMN. (4) 
x MBQ = x QNM. (5) 


Din (3), (4) şi (5) rezultă că X QNM = X QMN, deci triunghiul NQM 
este isoscel. 
c) Din relația dată în ipoteză rezultă că : 


m(ÂBC) = 60°, deci a -+ B= 60°. (6) 
Pe de altă parte, din triunghiul isoscel ANC, obținem : 
4a -+ B = 180°. (7) 


AN 

Din (6) şi (7) rezultă a = 40°, deci m(BAC) = 80°. 

d) (Vezi fig. VII.G.57.b.) Deoarece dreapta BQ este bisectoarea un- 
ghiului ABC, QP = QT. (8) 

Deoarece triunghiul NQM este isoscel, NQ = MQ. (9) 

Din (8) şi (9) rezultă că triunghiurile dreptunghice PQN și TQM 
sînt congruente (I.C.). Din congruenţa triunghiurilor BPQ şi BTQ şi din (6) 
rezultă că triunghiul BPT este echilateral. 

e) Afirmația este valabilă în următorul context mai general : 

” Fie XBY un unghi şi BQ bisectoarea lui. Fie P, T proiecţiile lui Q 
pe laturile OX, OY. Se construiesc N între B şi P, şi M astfel încît T să 
fie între B și M cu condiţia ca X PQN = X TQM. MN şi BQ se intersec- 
tează în R. Punctele P, R, T nu pot fi coliniare.“ 

Demonstraţie. (Vezi fig. VII.G.57.b.) 
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Presupunem că punctele P, R, T sînt coliniare. Avem: A PQN = 
= ATQM (C.U.). Rezultă 


NP = TM. (1) 
Construim N’ pe BT astfel încît : 
N'T = TM. (2) 


Dreapta BQ, fiind bisectoarea X XBY, este axă de simetrie pentru 
configurația obţinută. Deci avem PR=RT şi X BPR= <x BTR. (3) 


Din (1), (2) şi (3) rebultă că A RTN’ = A RPN (LUL). 


Fig. VII.G.57.b. 


Deci X TRN' = & NRP. Dar X NRP = & MRT, fiind opuse la virf. 
Rezultă că, în triunghiul RMN’, mediana RT este și bisectoare. Rezultă 
că triunghiul RMN’ este isoscel. Deci RT L BM. Dar avem QT L BM, 
ceea ce contrazice unicitatea perpendicularei construite dintr-un punct 
pe o dreaptă. Deci presupunerea făcută este falsă ; punctele P, R, T nu. 
pot fi coliniare. 

VII.G.58. Fie BB’ mediană în triunghiul ABC, B’ € AC și F centrul de 
l r . 7 Li 
greutate al triunghiului ABC. Avem Sil dale li , deci C’ D = CF = 


Do 2 
= 00! Rezultă că: DF= CD-+CF=-:CC'. Cum- -CC = FC, 


rezultă că DF = FC. Cum BE = BC, rezultă că BF este linie mijlocie în 
triunghiul DEC. Deci 


BF || DE. “() 


Deoarece C'D = C'F şi AC’ = C'B (CC' mediană), DBFA este para- 
lelogram. Deci : 


AD || BF. (2) 
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Din (1) şi (2), conform axiomei paralelelor, rezultă că E, D, A, sînt 
coliniare. Deci p; este o propoziţie adevărată. 

Pentru p», dăm un contraexemplu : arătăm că dacă triunghiul ABC 
este dreptunghic isoscel, atunci patrulaterul ADBC nu este inscriptibil. 


[AN 
Presupunem că ADBC este inscriptibil. Rezultă că m(CDB) = 90°. Re- 
AN 
zultă că m(AFC') = 90°, deci 
AF L CC. (3) 


Fig. VII.G.58. 


Întrucît triunghiul ABC este isoscel, mediana AF este și înălțime, 
deci : 


AF L BC. (4) 


Cum dreptele CB şi CC’ sînt concurente și diferite, afirmaţiile (3) 
și (4) sînt contradictorii. Deci, presupunerea făcută este falsă, deci, în 
acest caz, ADBC nu este inscriptibil. Rezultă că p» este falsă. 


VII.G.59. CAZUL 1 

Considerăm + OAB = < OBA. (Vezi fig. VII.G.59.) 

Deoarece X CAB= 4 AOB şi AX ABC= < ABO rezultă că: 
A ABC ~ A OBA. Cum triunghiul AOB este isoscel, rezultă că şi tri- 
unghiul ABC este isoscel. Deci 

AB = AC. (1) 


180° — 36° 
2 


AN AN 
m(ABC) = m(ACB) = = 72°; AX ACB este unghi exte- 


AN 
rior triunghiului AOC. Deoarece m(ACB) = 72°, m(AOČ) = 36°, rezultă 
[AN 
că m(OAC) = 36°. Deci triunghiul OAC este isoscel. Rezultă că :. 


OC = AC. (2) 
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A 8 
Fig. VII.G.59. 


Conform (1) și (2) obținem OC = AB = AC. Triunghiurile ACO și 
AOB nu sînt asemenea. 

CAZUL 2 

Considerăm <% AOB = <% OAB. Obținem analog: OC = AB = AC. 


VII.G.60. (Vezi fig. VII.G.60.) Deoarece AD || FB, conform teoremei lui 
Thales, rezultă că 


BE EF 
D ar (1) 
Analog, AB || GD. Deci: 
AE BE (2) 
EG ED 
G D C 


Fig. VIL.G.60: 
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Din (1) și (2) rezultă 
AE EF deci AE? = EG-EF. 
AE 


VII.G.61. (Vezi fig. VIL.G.61.) Deoarece MN || AB, conform teoremei 
fundamentale a asemănării, A MNC ~ A ABC. Deci: 


EN 
MN _ MC ij 
AB AC 
A P D 
N 
C 
Fig. VII.G.61. 


Analog, deoarece MP || CD : 
MP _ __A 
sai (2) 
CD AC 
Însumînd relaţiile (1) și (2) obţinem : 
MN , MP MC , AM AC _ 


aB cD AC ac AC 


VII.G.62. (Vezi fig. VII.G.62) Dacă BC? = CD-EF, atunci : 
BC CD (1) 


Deoarece EF || BC, conform teoremei fundamentale a asemănării, 
rezultă : 


BD _BC_ CD (2) 
DE EF DFU 
Din (1) și (2) rezultă că BC = DF. (3) 
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Conform teoremei bisectoarei în triunghiul ABD, obţinem : 
ae (4) 


Folosind relaţiile (3), (2) și (4) obţinem: 
CD AB CD AB __BD BE _BD— BE _DE 


— O — — on — — — 
—_ oa —— ==  — Da a a 


BC AD DF AD DE DE DE DE 
D 
A F 
8 C 
Fig. VII.G.62, 


VII.G.63. (Vezi fig. VII.G.63.) Notăm lungimile laturilor CD, BC, MB, 
ND cu respectiv a, b, x, y. 

a) Aplicînd teorema fundamentală a asemănării, obținem urmă- 
toarele proporții : 


pd. Jy b 
z+b a+y’ y+a z+b 
Y O a C 


Fig. VII.G.63. 
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Înmulţinăd relaţiile, avem 
aut UPU) ara aie seta e DE nau, 
(c+b (y+a (a+y)(z-+b) 


Deci xy = ab = constant. 
Altfel : Aplicînd teorema fundamentală a asemănării în triunghiu- 
rile ABM şi NDA, obținem 


adică xry = ab. 


b) Avem CM- CN = (x + b) (y + a) = xy + ax + by + ab. (1) 


Conform a), avem xy = ab. Deci: CM -CN = ab + ax + by -- ab = 
= a(b + x) — bla + y) = AB-CM + BC. CN. 


VII.G.64. (Vezi fig. VII.G.64.) Deoarece CC’ || BB', A ACC’ ~ A AB'B. 
Rezultă că : 


CC' AC’ 
oE (1) 
BB AB 
Deoarece CC || AA’, A BCC ~ A BA'A. Rezultă că: 
CC' BC 
(2) 


Fig. VII.G.64. 


Din (1) şi (2) prin adunare rezultă : 


CC CC 
BB aa 
Deci : 
Aa 3 21 
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VII.G.65. (Vezi fig. VII.G.65.) Deoarece AB’ || BA’, conform teoremei 
lui Thales, rezultă : 


Oa _ OB o 
OB OA’ 

Deoarece BC’ || CB', conform teoremei lui Thales avem : 
OB OC 
e (2) 
OC OB 


Fig. VII.G.65. 


Înmulțind relațiile (1) și (2) obținem 
OA _ oC 
OC OA’ 
Conform reciprocei teoremei lui Thales rezultă că AC” || CA”. 


VII.G.66. (Vezi fig. VII.G.66.) Fie trapezul ABCD, AD =a, BC =b. 
OD OA a 


Avem ^A AOD— A COB. Rezultă că —=—— = —. (1) 
OB OC b 
A ABD=—A MBO. Rezultă că : —— = 2P, 
OM OB 
BD a+b aœ. > a a+ b ad 
Din (1) obți = = ——. Si apoi —— = , adică 
in (1) obținem E Și ap OM 7 
ab 
OM = ; 2 
PER (2) 
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BD . E l 
A BCD~ A OND. Rezultă că —— = —— și cu relația (1) obținem : 
ON OD 
ab 


: . l 2ab 
Din (2) și (3) rezultă MN = OM + ON = 


a+b 


Fig. VII.G.66. 
VII.G.67. 


(Vezi fig. VII.G.67.) Deoarece AQ||NB, conform teoremei 
fundamentale a asemănării rezultă că A AMQ ~ A BMN, deci: 


MA QA (1) 
MB NB 
Asemănător, A PNC ~ A PQD, deci 
P 
E = în. (2) 
Înmulţind relaţiile (1) și (2) obţinem : 


T MA PC QD. NB 
.— = =. De unde: e e e — = 
MB PD NB QD MB PD QA NC 
> 

A 4 2 

M 

A C 

Fig. VII.G.67. 


VII.G.68. CAZUL I 


Triunghiul ABC — ascuţitunghic în A. (Vezi fig. VII.G.68). Deoarece 
MN || BC, rezultă că X MNC=& NCB (unghiuri alterne-interne). Dar 
<X MNC= < NCE. Rezultă că X NCB= 4 NCE, deci triunghiul NEC 


este isoscel, deci NE = EC. (1) 
Analog arătăm că triunghiul BDM este isoscel, deci BD = DM. (2) 


ØD C 


Fig. VILG.68.a. Fig. VII.G.68.b. 


Folosind (1) şi (2) și ordinea punctelor din figură, obținem : 
AB + AC = 2BD + 2EC = 2DM + 2NE = 2(DM + NE) = 
= 2(ND + 2DE + EM) = 2(MN + DE) = 2MN + 2DE = 2MN + BC. 
CAZUL II: 


Triunghiul ABC — obtuzunghic sau dreptunghic în A. (Vezi fig. 
VII.G.68. b.) Se arată ca în cazul I că triunghiurile NEC și BDM sînt 
isoscele, deci BD = DM, EC = NC. Avem 


AB + AC = 2BD + 2EC = 2(DM + NE) = 2(2MN + DN + ME) = 
= 2(MN + DE) = 2MN + BC. 
Observație. Faptul că acestea sînt singurele situații posibile rezultă 
din teorema prezentată în lista de indicații. 
VII.G.69. METODA 1 


Deoarece AB şi OC sînt perpendiculare şi se taie în părți congru- 
ente, AOBC este romb. (Vezi fig. VII.G.69.), Deoarece BC || AE, rezultă că 
A BDC—A ACE. Deci: aan =a Rezultă că: BD. AE = AC- BC = AC. 

AC AB 
METODA 2 
„Întrucât OC L AB, C este mijlocul arcului AB, deci AC = CB. Cum 
m(AOC) = 60° şi AO = OC =r, triunghiul AOC este echilateral, deci 


AC = AO = r = OB. (1) 
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Cum m(ÁCO) = 60° = m(ĆOÐ), rezultă că OD || AC, deci Se = 


= OR Se exprimă în această proporție OD și OE în funcție de lungi- 


mile care apar în relația de demonstrat și ținînd 
succesiv : 


VII.G.70. 
BAC, % BAD= <% CAD. 
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cont de (1), rezultă 


AC—BD _AE—AC , BD _y__ACc. BD_AC 
AC AE  ) AC AE’ AC AE 


Deci : AC? = BD. AE. 


A 
| 
Q É 


Fig. VII.G.69. 
(Vezi fig. VII.G.70.) Deoarece AD este bisectoarea unghiului 
(1) 


Apoi, X ABC = & AEC (subîntind arcul AC). (2) 


Din (1) și (2) rezultă că A ABD ~ A AEC. 


Deci : AB SAD, Rezultă AB. AC = AE. AD. 
AE A&C 
b) Avem A ABD ~ A AEC. Rezultă că: 
AB BD 
AB _BD (3) 
AE EC 


Fig. VII.G.70. 


Deoarece A AEC ~ A CED rezultă că: 
CE? = AE. ED. 


4 
Prin ridicare la pătrat, din relaţia (3) obținem : i 
AB? AEF? 
BD: CE? 
Înlocuind conform (4), rezultă 


TOE ——— e 
 — 


VII.G.71. CAZUL I 


Dacă AB < AC, rezultă că E este între B şi M. (Vezi fig. VII.G.71.) 
a) Avem: A ABM—ACBA (<3 BAM=4& BCA, A ABM = 
=< ABC). Rezultă A pe, zica 


E Deci i me 
CB AB ` Deci: AB BC. BM = 2? 


adică BC? = 2AR?., 


5 E M | C 


Fig. VII.G.71. 


b) Deoarece A ABM ~A CBA rezultă că X AMB = 4 BAC. 

Cum MF este bisectoarea unghiului AMB și AE bisectoarea unghiu- 
lui BAC, rezultă + FME = «& FAE. Deci patrulaterul AMEF este 
inscriptibil. d 

c) ntrucît AFEM este inscriptibil, XAEF= X AMF. Dar XAMF= 
= BMF = X FAE = <3 EAC. Deoarece unghiurile AEF și EAC au pozi- 
ție de unghiuri alterne-interne şi sînt congruente, rezultă că EF || AC. 

CAZUL II: 


Dacă AB'> AC rezultă că E este între M şi C. Se demonstrează 
analog cazului I. 


CAZUL III: 


Dacă AB = AC, E şi M coincid; cele trei afirmații se verifică în 
mod evident. 
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VII.G.72. Putem avea P între B și D sau P între C și D. Demonstra- 
ţia este aceeași în ambele cazuri. 
Fie P între C şi D. (Vezi fig. VII.G.72.a.). 


METODA 1 
BD 
Deoarece AD || MP, avem Dau i (2) 
AM DP 
Deoarece NP || AD, avem AC SOD. (3) 
AN DP 
Dar BD = CD. (4) 


Din (2), (3), (4) rezultă că AE — AC, geci AM-AC= AN-AB. 
AM AN 


£ 


VP 


Fig. VII.G.72.a. Fig. VII.G.72.b. 


METODA 2 


Construim din C o paralelă la AD. Fie E punctul de intersecţie 
al acestei paralele cu dreapta AB. Deoarece AD este linie mijlocie în 
triunghiul BCE, rezultă că AB = AE. 


Deoarece EC || AD și MN || AD, rezultă EC|| MN. De aici con- 
form teoremei lui Thales, obținem aci a a gi deci 


AN AC: *? AN AC 
AM-AC= AN. AB. 


METODA 3: 


Construim prin N o paralelă la BC. (Vezi fig. VII.G.72.b.). Fie Q 
şi N” punctele în care această paralelă intersectează dreapta AD, res- 
pectiv dreapta AB. 
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Deoarece Q aparţine medianei AD și QN || BC, rezultă că 


N'Q=QN. (5) 

Dar AQ || MN. (6) 

Din (5) şi (6) rezultă că AN’ = AM. (7) 
AN AN 


Deoarece N'N || BC, A AN'N ~ A ABC, deci ——= ——. 
AB AC 


Folosind (7) obţinem AM e a deci AM. AC = AN. AB. 
AB AC 
VII.G.13. Fie ABC un triunghi avînd unghiurile B și C ascuțite. 
METODA 1. (Vezi fig. VII.G.73. a) 
Fie ME || AC, MEBC. Deoarece AB || EC, A ABD ~A ECD. 


Rezultă că 242) = 24 = i A ACD ~ A EMD. Rezultă că xo = Di 
AD DB 2 DC AD 

Adică MD = - CD. (1) 

Dar CD = — -BC. (2) 


Din (1) și (2) rezultă că MD == -BC, deci MC = —-BC, adică M 


este mijlocul segmentului BC. 


A 
A 
F. 
8 M 
£ 
Fig. VII.G.73.a. Fig. VII.G.73.b. 


METODA 2. (Vezi fig. VII.G.73. b) 


Fie M, F punctele în care paralela prin E la dreapta AC iritersec- 
tează BC, respectiv AB. Deoarece CE || AF, EF || AC, AFEC este para- 
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lelogram. Rezultă că CE = AF. Dar A CDE ~ A BDA de unde rezultă 


EC= LAB. 
2 
Deci EC = BF. (3) 
Dar EC || BF. (4) 


Din (3) şi (4) rezultă că patrulaterul BECF este paralelogram, cu 
diagonalele BC, FE. Rezultă că BM = MC, adică MC = = -BC. 


METODA 3. (Vezi fig. VII.G.73. c.) 

Fie M, F punctele în care paralela prin E la dreapta AC intersec- 
tează BC, respectiv AB. Patrulaterul AFEC este paralelogram. 

Rezultă că AF = EC. (5) 

Construim din F perpendiculara pe dreapta BC. Fie G şi H punctele 
în care această perpendiculară intersectează dreapta BC, respectiv dreapta 


EC. Din construcţie rezultă că FH || AE. Dar AF || HE, deci patrulaterul 
FHEA este paralelogram. 


Rezultă că AF = EH. 


Fig. VII.G.73.c. 


Din (5) şi (6) obținem că EH = EC. Dar EF || AC. Rezultă că seg- 
mentul EF este linie mijlocie în paralelogramul ACHB, deci taie diago- 
nala BC la mijlocul ei. 
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Observaţia 1. Punctul M este centrul de simetrie al figurii. 


Observaţia 2. Dacă £ sau C sînt obtuze, concluzia nu mai are loc. 


(Paralela prin E la AC trece prin mijlocul segmentului CD. (Vezi fig. 
VII.G.73. d)). 


O C MW 
Fig. VIL.G.734. 


VII.G.74. Fie G intersecţia segmentelor AD și EF. (Vezi fig. VII.G.74.) 
a) Deoarece EG || BD, rezultă că A AEG ~ A ABD. Deci: 


EG AG 
a o 0 
BD AD 
Analog A AGF ~ A ADC, deci : 
FG AG 
T (2) 
CD AD 


Din (1) şi (2), cum BD = CD, rezultă că EG = GF, deci dreapta DG 
este mediană în triunghiul dreptunghic EDF. Deci: DG =-.-EF. Înlo- 
2EG _ m — EG 


cuind în (1), BC =a, AD =m. obținem , de unde: 
a 
EG = — am 
a —- 2m 
deci 
A a RENI (3) 
a+ 2m 
A 
E = 
8 D C 
Fig. VII.G.74. 
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b) Deoarece G este centrul de greutate al triunghiului ABC, 


B (4) 


3 


Gp=1.4p= 
9 


Dar GD => -EF. Înlocuind EF și GD din relațiile (3) şi (4) obți- 


nem: —— Sin, Împărțind în ambii membri. prin m 3⁄4 0, rezultă: 


a+ 2m 


=í E de unde a =m. 
a+2m 3 


VILG.75. a) (Vezi fig. VILG.75. a.) Avem m(MDN) = 45° -+ 45° = 90°; 
m(MAN) = 90°. Rezultă că patrulaterul AMDN este inscriptibi!. Deci: 
AX ADM = < MNA, (1) 
x ADN = X NMA. (2) 


Dar X ADM = <% ADN, deci din (1) şi (2) rezultă că <xAMN = 
= AX ANM, adică triunghiul AMN este isoscel, deci AM = AN. 


A 
M 
N 
8 D C 
Fig. VII.G.75.a. 
b) Deoarece + BAD = & MND, triunghiurile dreptunghice ABD şi 
NDM sînt asemenea. Rezultă că Z=, Deci BD- DN = AD. DM. 
Analog, X MND = & DCA (avînd același complement), iar X% ADC 


şi <X MND sînt drepte. Rezultă că A ACD ~ A MND. Deci = SI 


de unde AD: DN = CD- DM. 


c) Fie E punctul de intersecție al cercului circumscris triunghiului 
ADM cu ipotenuza BC. (Vezi fig. VII.G.75.b.). Punctele A, M, D, E, N 
sînt conciclice. (Patrulaterul AMDN este inscriptibil.) 


Centrul cercului este mijlocul segmentului MN. (3) 
AN 
Deoarece m(ADE) = 90°, AE este diametru în cerc. (4) 
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Din (3) și (4) rezultă că AE este mediană în triunghiul isoscel AMN, 
deci AE e bisectoarea unghiului BAC. 
i _În patrulaterul AMEN, diagonalele sînt congruente şi se taie în 
părți congruente, iar AM = AN. Rezultă că AMEN este dreptunghi și 
romb în acelaşi timp, deci este pătrat. 


A 


2 D E | C 
Fig. VII.G.75.b. 
VII.G.76. Fie ABC un triunghi ascuțitunghic. (Vezi fig. VII.G.76.). 
a) Centrul cercului circumscris triunghiului ACD este M. Deoarece 


AN AN 
m(AEC) = m(ADC) = 90° rezultă că E € C(M, AM), deci punctele A, C, 
D, E sînt conciclice. 
A 


Fig. VII.G.76. 


b) Triunghiurile ADC şi AEC sînt dreptunghice ; DM, respectiv EM 
sînt mediane corespunzătoare ipotenuzei AC. Rezultă că : 


DM = 4C, eMm=4C, 
2 2 


deci triunghiul MED este isoscei. 
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c) Triunghiul ABC este isoscel, deci înălțimea AD este şi bisec- 


toare. Rezultă ED = CD. Deci şi X DMC = X DME. Rezultă că MD este 
bisectoare în triunghiul isoscel EMC. Deci MD este mediatoarea seg- 
mentului CE. 

d) Avem: MD L FD, MD L EC. Rezultă că EC|FD. Dar EC L 
L AB. Deci FD L AB. 


AN AN 
e) Deoarece m(AFD) = 90° = m(ADC) şi A+ FAD = X CAD, rezultă 


că A AFD— A ADC, deci L= AD adică AD? = AF- AC. 
AD AC 


Cazul în care triunghiul ABC este obtuzunghic se tratează analog. 


VII.G.77. a) (Vezi fig. VII.G.77.) AG este mediană în triunghiul drep- 
tunghic BAE. Rezultă că 


E eea (1) 
ia 2 
DG este mediană în triunghiul dreptunghic BDE. Rezultă că 
DG = 2 : (2) 


Fig. VII.G.77. 


Din (1) şi (2: obținem AG = DG, deci triunghiul ADG este isoscel. 
Analog în triunghiuriie dreptunghice AFC şi DFC, AH și DH sînt me- 


F 
diane. de lungime < Rezultă că triunghiul AHD este isoscel. 


amt 


AN AN 
b) Deoarece m(BAE) = 90°, m(BDE) = 90°, BAED este inscriptibil. 
Centrul cercului circumscris acestui patrulater este G. 
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c) Deoarece patrulaterele AEDB și AFCD sînt inscriptibile, avem : 
<% DBE= 4% DAE = X DFC, 
<X BED = q% BAD= q DCF. 
Rezultă că A BDE ~ A FDC. Deci: 
— = —, adică BD.CD = FD. DE. (3) 
CD 


BC 2 
Dar iai dis Înlocuind în (3) obţinem a = FD. DE, 


BC? = 4FD.DE. 
d) Deoarece AC şi FD sînt înălțimi în triunghiul BCF, E este orto- 
centrul triunghiului BCF. Rezultă că BE L FC. 


VII.G.78. a) (Vezi fig. VII.G.78,) Deoarece X AMC şi X ABC sînt un- 


ghiuri înscrise în semicerc, m(AMC) = 90°, m(ABC) = 90°. Rezultă că și 
supiementeie lor, EMF şi EBF, au măsurile de 90°, deci patrulaterul 
BEMF este inscriptibil. 


Fig. VII.G.78. 


b) Deoarece patrulaterele BEMF şi MACB sînt inscriptibile avem 
următoarele congruęnțe de unghiuri: X BEF = &% BMF = BAC = 
= % ACB= 4% BME = q EFB. Deci X BEF= EFB, deci triunghiul 
EBF este isoscel. 

AN 

c) Fie H intersecția dreptelor EF şi AC. Avem m(AFH) = 
= m(EFB) = 45, m(FAH) = 45°. Rezultă că m(AHF) = 90°, deci EF L AC. 

Altfel Observăm că F este ortocentrul triunghiului ACE. 


d) A MFB ~ A AFC (U.U). Rezultă că YE — EB, deci AF- FB = 
AF FC 


= MF. FC. 


e) Deoarece m(FMA) = m(EBY) = 90°, iar X MAF = X EAB, rezultă 
că A AMF ~ A ABE. (În acest caz, dreapta MF se numeşte antiparalelă 
la dreapta EB în raport cu laturile unghiului EAB). 
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VII.G.19. Fie S intersecţia dreptelor EF și AC. (Vezi fig. VII.G.79.) 
Deoarece DC || AB rezultă că A ECD — A EBA. Deci : 


AN 

Rezultă că ED = 2AD. Deci ED = CD ; dar DF = AD, m(EDF) = 

AN 
= m(CDA) = 90°. Rezultă că A EDF = A CDA (C.C.). Deci & DEF = 
= X DCA = & FCS. Dar & EFD = & CFS (fiind unghiuri opuse la vîrf. 
Cum + DEF şi X EFD sînt complementare rezultă că X FCS şi X CFS 

AN 

sînt complementare. Deci m(FSC) = 90°. Deci EF L AC. 

Altfel : Deoarece AD = DF, rezultă că triunghiul ADF este isoscel. 

AN [AN 
Fiind și dreptunghic, m{FAB) = 45°. Cum și m(ABE) = 45°, rezultă că 
AF L BE. Dar CF L AE. Deci F este ortocentrul triunghiului ACE. Re- 
zultă că EF L AC. 
E 


A £ 4 
Fig. VII.G.79. 


VII.G.80. a) (Vezi fig. VII.G.80.) Deoarece AB|CD, rezultă că 
A ABN ~ å CDN. Deci: 


— =, 1) 
a ND NC 
de unde obţinem proporția PRE ti OR ANR n ma <A Sau: b(ND— 
a ND — NC 
— NC) = a(BN — AN); b-:ND-+a-AN=a-BN-+b.NC. 
i : b b+ BN + AN 
b) Din (1) obținem — = ———————— EA OEE 
) (1) obț a a$ NDENG Dar ND + NC =n 


— BN +- m —AN. 
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A b 2 


Fig. VII.G.80. 


Deci : 
b___b+BN+AN 
a a+}n+m— (BN + AN) 


b(a + n + m) — b(AN + BN) = ab +- a(BN +- AN), 


de unde: i 
BNI AN ERE Oa, 
a+ b 
Deci ; 
îi ie Anja DESI Di Sta Ure be 
a+b 
Rezultă că 
iae E T T 2 20 O ER 


5 5 


Cum m şi n sînt lungimile unor segmente, sînt strict pozitive. 


Deci 
o a a 
6—r >0 lz< 6 
Rezultă —1 <x <6, deci: 
24 38 
— < f(x) <— 
5 f(x) 3 
Deci f(x) € 2 ; == (4,8 ; 7,6). 


VILG.81. a) (Vezi fig. VILG.81.) Avem : 
4 
OA = 16,19) = 16,8 =% 


E E E i 
5 5 5 


-a 
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re 


OB = DB — OD = 4 — 0,5 = 3,5 := =: 


da 


OD = 0,5 = e 4 
2 
Observăm că : 
ao r 
5 2 ; AO BO 
— = —, deci se verifică proporția —— =—— 1 
25I proporț D (1) 
5 2 
O C 
A 8 
Fig. VII.G.81. 


Unghiurile AOB şi COD sînt opuse la vîrf, deci: 
<~ AOB = ~ COD. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă că A ABO ~ A CDO. Rezultă că < BAO = 


= x OCD, deci AB || CD. 
b) Raționăm prin reducere la absurd. Presupunem că ABCD este 


inscriptibil. Rezultă că : 
& ABD= <% ACD. (3) 
Dar < ABD = X BDC. (4) 
Din (3) şi (4) rezultă că triunghiul DOC este isoscel, deci OD = OC. 
Dar OD = > OC = Rezultă că presupunerea făcută este falsă, deci 
patrulaterul ABCD nu este inscriptibil. (Direct: Deoarece ac = PP 


=4 BD = 4, trapezul nu este isoscel deci nici inscriptibil). 

c) În triunghiul COD avem următoarele relații: | OC — OD| < 
< CD <OC-+ OD. 

înlocuind cu lungimile date, obținem : 1,9< CD < 2,9. 

Deoarece CD este un număr natural, rezultă CD = 2. 
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VII.G.82. a) (Vezi fig. VII.G.82.) Avem, din ipoteză : AC = AB = AM. 


Deci triunghiurile ABC şi ACM sînt isoscele. Notâm B = m(ACM), 
a = m(ACB). 


Avem 2a+ 2ß= 180° Deci a-+ $= 900, adică m(BCM) = 90°. 


, 


B 0 


Fig. VII.G.82. 


b) AO este linie mijlocie în triunghiul BMC. Rezultă că AO || MC, 


deci X OAD = = DCM. (1) 
AD 1 AO 

Dar —- = — = = (2) 
DC 2 MC 


Din (1) şi (2) rezultă că A AOD~ A CMD (L.U...). 


c) Din faptul că A AOD ~ A CMD rezultă că  ADO= & CDM. 
Deci semidreptele DM și DO sînt în prelungire. Rezultă că M, D, O sînt 
coliniare. 

Altfel Deoarece AC este mediană în triunghiul BCM şi AD = 
== -AC (D € AC), D este centrul de greutate al triunghiului BCM. Deci 


dreapta MD este mediană în triunghiul BCM, adică M, D, O sînt coliniare. 


VII.G.83. (Vezi fig. VII.G.83.) În triunghiurile dreptunghice ADB şi AEC 
avem : 


~ 1 
m(ABD) = 30°, deci AD => AB ; 
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~N ] 
m(ACE) = 30°, deci AE =s AC; 


X EAD = x BAC. 
Rezultă că A AED ~ A ACB (L.U.L.). Deci 


ED =; -BC. (1) 
Pe de altă parte, OD este mediană în triunghiul dreptunghic BDC, 
deci : 
OD = -BC. (2) 
La fel, EO este mediană în triunghiul dreptunghic BEC, deci 
EO =; -BC. (3) 
Din (1), (2) şi (3) rezultă că triunghiul EOD este echilateral. 
A 
E 
O 
Ə e, 
Fig. VII.G.83. 


b) Din ipoteză rezultă că B este un punct variabil pe dreapta AB. 
Din a) rezultă că ED este minimă cînd BC are cea mai mică lungime 
posibilă. BC este minimă cînd reprezintă tocmai distanța de la C la 
dreapta AB, deci atunci cînd BC L AB. Rezultă, în acest caz, m(ACB) = 
= 30%, deci AB=2 cm şi BC=2/3 cm. Rezultă că EO = OD = 
= DE =}\3 cm. 


VII.G.84. METODA 1 (Vezi fig. VII.G.84. a.) 
Arătăm că triunghiurile AOK şi EOK sînt asemenea. Avem 


PA 
x ACO = & COB, fiind alterne interne ; m( ACÒ) = m(OAK) — MAE) 
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Rezultă că: X EOK = OAK, iar K este unghi comun, deci: 
A ÀOK ~ A OEK (U.U). 


0 K B 
Fig. VII.G.84.a. 
Avem AB LELE , adică OK? = AK. EK. (1) 
`’ OK EK 
Dar, din teorema puterii punctului K față de cerc, avem: 
KB? = EK. AK. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă OK? = BK?, deci, fiind numere pozitive, 
OK = BK. 


-METODA 2 (Vezi fig. VII.G.84. b.) : 


Fie D punctul de intersecție al diametrului ce trece prin B cu 
dreapta OA. BD este mediatoarea segmentului AC. Rezultă că AD = CD. 
Dar AD este tangentă la cerc; rezultă că și CD este tangentă la cerc. 


Fig. VII.G.84.3b. 
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Notăm {F} = CD f OB. Se arată uşor că BD este mediatoarea segmen- 
tului OF. Rezultă că triunghiul DOF este isoscel, deci < DFO = q% DOF. 
Rezultă că OA = OB = BF = FC. În triunghiurile OAK și FOC avem: 
x AOK=X CFO şi XOAK=>XCOF. Rezultă că A OAK ~ A FOC. 


Deci : CS a Oe, eA în consecință, OK = 5 -OB = BK. 
CF OF 2 2 
VII.G.85. (Vezi fig. VII.G.85.) a) X ATQ =«& TLQ, deoarece ambele 
subîntind arcul TQ. (1) 
Dar LT || AS, deci: 
X TLQ=X LAS = X MAQ. (2) 


Din (1) și (2) rezultă că X MAQ = X ATQ. 
b) Fie N intersecția dreptelor TQ și AS. Avem A NAQ~ ANTA 


(U.U.). Deci ===, de unde 
NA? = NT- NQ. (3) 


N N m(QS) N N E E 
Cum m(STQ) = m(QSN) Ea iar TNS =QNS, rezultă că 


A NSQ ~ A NTS. 


.. NS_NQ SOSO 
Deci : NT NS: Rezuită că 


NS? = NT- NQ. (4) 


Din (3) şi (4) rezultă că NA = NS, deci N şi M coincid. Rezultă că 
T, Q şi M sînt coliniare. 


Fig. VII.G.85. 


VII.G.86. a) Fie T pe dy, în afara semidreptei AM. (Vezi fig. VII.G.86.a.) 

Deoarece d, este tangentă la C (O4, r), avem : 

m(A4D) 
2 


AN AN 
m(TAD) = = m(A4Bb). (1) 
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Fig. ViI.G.86.a. 


Fig. VII.G.86.b. 


Dar d» este tangentă la C (Oz, ro) în B, deci 


= m ACB). (2) 


m(ÂBD) = me 


Din (1) și (2) rezultă că % TAD = X ACB. 
Ungbiurile TAD şi ACB fiind corespondente, rezultă că BC || AD. 


Altfel : 


Conform teoremei puterii punctului M față de cele două cercuri, 
obținem MA? = MB-MD, MB? = MC-MA. 
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Înmulţind cele două relaţii, rezultă MA MB=MC MD. Adică: 
MA 
ue Tr, Conform reciprocei teoremei lui Thales, rezultă că BC || AD. 


b) Avem: + BAC= q BDA şi XACB= < ABD. Rezultă că 


A ABC ~ A DAB. Deci: E AER ao adică AB? = AD- BC. 
AD AB 


c) Fie O, E€ d. Arătăm că punctele B, O}, D sînt coliniare. (Vezi 
fig. VII.G.86. b.) Avem X DAO, = X BAO,, fiind unghiuri cu laturile 
respectiv perpendiculare. Obținem : 


m(Dâ0,) + mA DÒ) = m(BÂĂ) + CTET + mAB — m(AB). 
(AB C C(O;, T1). 
Dar m(AB) = m(A01B). 


Rezultă că m(DAO,) + má DO,) = m(40;B), deci X AO,B este 
unghi exterior triunghiului ADO}. Deci punctele B, O;, D sînt coliniare, 
adică O, aparține dreptei d. 


VII.G.87. (Vezi fig. VII.G.87.) a) Triunghiurile QDN şi RBA sînt drep- 
[AN AN [AN AN 
tunghice avînd m(QDN) = 90°, m(RBA) = 90°; m(RNB) = m(RAB) = 


R 
g m a Rezultă că + ARB =< NQA, avind complemente congruente. 


Deoarece X AMR este înscris într-un semicerc, m( AMR) = 90° ; deci 
MR L AQ. Dar BN L AQ, deci MR || BN. Rezultă că NRMB este trapez 
Și, fiind inscriptibil, € este isoscel. 


Avem : m(BDĂ) = mANE) = = 90° (BD L AD, AR diametru) ; (1) 

m(DBĂ) = m(ARN) = am (2) 

Din (1) şi (2) rezultă că A ANR ~ A ADB (UU.). 

b) Dacă AN || BP, atunci patrulaterul BANM este trapez isoscel. 
Rezultă că AX DBM = X DMB. 


A 


J 8 
AR 


Fig. VII.G.87. 
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Dar triunghiul BDM este dreptunghic, deci m(BMD) = 45”, deci 
m(AB) = 90° şi m(AOB) = 90°. 
AN 
c) Dacă triunghiul NBP este echilateral, atunci m(BN R) = 60°. Dar 


AN BMR AN 
m(BAÒ) = MED — m ÉN) = 600, Rezultă că triunghiul AOB, fiind 


isoscel cu un unghi de 60°, este echilateral, deci AB = AO. Din a) rezultă 
ASN 
că m(QMR) = 90° şi că, în triunghiul dreptunghic QMR, MP este me- 
diană, deci: 
MP = QP = PR. (3) 
Avem m(MPR) = 60° şi din (3) rezultă că triunghiul MPR este 
echilateral, deci MR = MP. 


VII.G.88. Problema admite mai multe soluții, depinzînd de aşezarea 
punctelor B, Cı, respectiv B» C pe dreapta a; respectiv a. Pentru 
claritatea și conciziunea rezolvării facem următoarea convenție : atașşăm 
figurii un sistem de coordonate avînd originea A4, abscisa a și ordonata 
e. Fixăm ca unitate de măsură pe axe 1] cm. 

Fie P respectiv Q intersecțiile dreptei MN cu BC și CB». Notăm 
respectiv cu a, b, c, d abscisele punctelorB,, Cs, B2, C2. Punctele B, C4, 
B», C, sînt virfurile unui trapez. Conform unei probleme anterioare (66), 
avem : 

PQ = 2BC4 B>C2 __2|a b |-|c d | (1) 
BCG+BC2 |la—bl+le—d] 
În triunghiul C-B4C4, conform teoremei fundamentale a asemănării 


avem 
PM CM 


(2) 
BC, CC 
Din teorema lui Thales obținem 
CM = AN , (3) 
CC 44A? 
Dar PM =MQ ="? : (4) 


Din (2), (3) și (4) rezultă 
1 


PRAN 
2 BC, O AA» 

Înlocuind cu (1): 

AN _____la—blile—d| _ —— le>al 

AA, (la—b|+|c—d)la—b] la—bl+le—dl 


Cum 414, = 1, rezultă 


le—d] 
AN = —— 3 
2 ja—b|+le—d]’ 
le—d| __— la—bl 
AN = 1 — ———mmmLm E m 
i Jja—b|+|c—d| la—bi+kle—ad!l 
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Fie R intersecţia dreptelor AB și MN. Avem. aplicînd teorema 
fundamentală a asemănării, apoi teorema lui Thales : 
RP _ RB, _ AN 
AoCo BA» Aj Ao 
de unde RP = ACs: AN. 


Deci 
__ d-la—b; 
la—bj+le—a;, 
Analog, 
NR AN 
AB; AA 
de unde NR = A,B,: AN. Deci 
NR = a'|c—d| 
Ja—b|+lc—d! 
Rezultă, | 
NP=NR-RPp=— ICTĂItăla—bi 
la—b|+lc—d! 
cua pie li > Dee emn 


la—bj+le—a!! 


— bl:le— le — Ja— 
MN = MP + NP = la—bl-ile—d|tale—dltdia—bl 
la—bl+-lec—d! 
Particularizînd, obținem : 
1) B între A şi Ci; Ca între A» şi B (Vezi fig. VII.G.88.a.) 
AN = 2 = 0,628. 
5+3 8 
Misa dat r ia S 


5+3 8 


(2/31) 22161) 


6, (20) 


Fig. VII.G.88.b. 
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2) Bı între A, și Ci; A» între B» şi Ca. (Vezi fig. VII.G.88.b.) 


i ete E e, 
5+9 14 
9. .9 — 3.3 9. 
MN — 2 915.9—3 5 _48 24 
5+9 14 7 
3) A între Bi şi Ci; A» între Bə și Cə. (Vezi fig. VII.G.88.c.) 
Ae o 
9+9 18 
my = 2229—39 y 


9+9 


Observăm că BC; = BC, deci figura BC,B>C> este paralelogram. 
Aceeași soluție obținem pentru ordinea : Ci, A, Bı ; B>, As, Co. 


Ga | 22 (61) 


Fig. VII.G.88.c. 


TEN 444) 


0/20) 


Fig. VII.G.88.4. 


4) A, între Bı și C1; Co între A» şi Ba. (Vezi fig. VII.G.88.d.) 


amaa el 
9+3 12 
my— 39—23 t93_ l6 y 
9+3 4 


Situaţiile în care B, și C4 sînt separate de dreapta e, nu sînt soluții 
ale problemei, deoarece, în aceste cazuri, segmentele BB2 şi C1C> nu 
se intersectează. 
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VII.G.89. Demonstrăm mai întîi următoarea lemă : Dreapta determinată 
de punctul de intersecţie al laturilor neparalele ale unui trapez și de 
punctul de intersecţie a diagonalelor trapezului trece prin mijloqul fie- 
cărei baze. 

Demonstraţie : (Vezi fig. VII.G.89. a.) 


A 


8 P 


Fig. VII.G.89.a. 


Fie EBCD un trapez, astfel încît laturile neparalele BE şi CD 
se intersectează în A, iar diagonalele BD şi EC în M. Fie N şi P inter- 
secțiile dreptei AM cu ED, respectiv BC. 

Avem A NMD ~ A PMB (U.U). 


Rezultă că PD == MN. (1) 
BP MP 

Analog A NME ~ A PMC (U.U). 

Rezultă că EN M (2) 
CP MP 


Pe de altă parte, din asemănarea triunghiurilor AND şi APC ; AEN 
şi ABP; AED şi ABC avem următoarele proporții : 
ND_ AD. EN_AE, AD _ AE 


PC AC’ BP AB: AC AB 


Rezultă că : 
ND EN 
Ea (3) 
PC BP 
Din (1) şi (2) rezultă Pac = TE ; 
EN ND 
Înmulțind această relație cu (3) în mod convenabil, rezultă 
ND _ EN dei ND=EN gOnde PB=PC. 
EN ND PB PC 
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Fig. VII.G.89.b. 


(Segmentul determinat de mijloacele laturilor opuse ale unui patru- 
later se numeşte bimediană în patrulater). 


SOLUȚIA PROBLEMEI 


Observăm că, în trapezul A„BCA,;, dreapta AM trece prin punctul 
de intersecţie a diagonalelor. Conform lemei, dreapta AM este mediană: 
în triunghiul ABC. Analog, dreapta BN este mediană în triunghiul ABC 
şi dreapta CP este mediană în triunghiul ABC. Din teorema de concu- 
rență a medianelor oricărui triunghi, rezultă că dreptele AM, BN şi CP 
sint concurente în centrul de greutate al triunghiului ABC. 


VII.G.90. Avem de demonstrat că, în ipotezele problemei, OQ || BC: 
dacă și numai dacă MQ = MP. Fie E intersecţia laturilor meparalele: 
ale trapezului. Condiţia necesară : (,=)“). 

Deoarece OQ || BC, rezultă că A MOQ ~ A MEB, deci 


M MO 
PO e (a) 
MB ME 
Deoarece OP || AD, rezultă că A MOP ~ A MEA, deci 
MP _MO (2) 
MA ME 
i i , MQ _ MP 
Din (1) şi (2) rezultă că — =—. (3 
(1) și (2) MB MA ) 
Dar dreapta EM este mediană în triunghiul EAB (vezi problema 89), 
deci MB = MA. (4) 


Din (3) și (4) rezultă că MP = MQ. 
Condiţia suficientă : („(=“). 
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„MP MQ : 
Avem PM = MQ, MA = MB. Rezultă că --— == ——. (5) 
MA MB 


Deoarece OP || AE, avem aa = MO. (6) 
MA ME 


FAT 


å PMG 
Fig. VII.G.90. 


Din (5) şi (6) rezultă P UE EA Conform reciprocei teoremei 
MB ME 


lui Thales, rezultă că OQ || BC. 


VII.G.91. CAZUL I. 
Punctele D și E sînt situate astfel încît D să fie între B şi E. (Vezi 
fig. VII.G.91.) 


A 


Fig. VII.G.91. 
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METODA 1 

Fie R intersecția dreptelor AD şi EF, iar S intersecţia dreptelor 
AE şi DG. 

Pi AN 

Deoarece m(AFh) = m(AGS) = 90°, AF = AG, <& FAR = <q GAS, 
obținem că A FAR= A GAS (C.U.). (1) 

Rezultă că ÎFRA = 4 GSA. Deci XX DRE = <& ESD, fiind unghiuri 
opuse la vîrf unghiurilor FRA, respectiv GSA. Deci patrulaterul RDES 
este inscriptibil. (2) 

A FAM = A GAM (LC). (3) 


Din (1) și (3) rezultă că A ARM = A ASM (L.L.L.). Deci RM = SM, 
adică triunghiul RMS este isoscel. Deci ~ MRS = <X MSR. Conform (2), 
rezultă că X SDE = <X ERS = X DSR,deci DE || RS. (4) 

Din (2) și (4) rezultă că RDES este trapez isoscel. Deci RD = ES. 
de unde rezultă AD = AF, fiind sume de segmente congruente. (5) 

Avem X ADB = x% ABC, avînd suplementele congruente. ` (6) 

Din ipoteză, % BAD = X CAE. (7) 

Din (5), (6) şi (7) rezultă că A ABD=A ACE (U.L.U.). Rezultă că 
AB = AC, deci triunghiul ABC este isoscel. 

b) Deoarece A ARM = A ASM, AM este bisectoare și înălțime în 
triunghiul ARS. Deci AM L RS. (8) 

Din (4) și (8) rezultă că AM L BC. 

Altfel : RDES este trapez. Cum într-un trapez, dreapta determi- 
nată de punctul de intersecție al laturilor neparalele și punctul de inter- 
secţie al diagonalelor trece prin mijloacele bazelor, rezultă că dreapta AM 
este mediană în triunghiul isoscel ADE. Deci AM L BC. 


METODA 2. 
a) A AFE = A AGD (C.U.). Rezultă că: 
FE=DG; (9) 
AD = AE ; (10) 
<% ADM = <% AEM. (11) 
Din (10) rezultă că triunghiul ADE este isoscel, deci 
<% ADE = + AED. (12) 
Din (11) și (12) obținem : 
<A FEB= ÎX MED = & MDE = 4 GDC. (13) 


Din (9) şi (13) rezultă că ^A FEB = A^ GDC (C.U.). | 

Rezultă că <% ABD = q ACE, deci triunghiul ABC este isoscel. 

b) În triunghiul isoscel ADE dreapta AM este bisectoare. Rezultă 
că dreapta AM este și înălțime, deci AM L BC. 


METODA 3: 


a) Triunghiul FMG este isoscel (A FAM = A GAM) (1.C.). Triun- 
ghiul MDE este isoscel (A ADM = A AEM, (U.L.U.)). Rezultă că 
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Conform reciprocei teoremei lui Thales, rezultă că FG || DE. Deci 


FG || BC. Deci T Dar cum AF = AG, rezultă AB = AC, deci 


AC 
triunghiul ABC este isoscel. 
b) AM este bisectoare în triunghiul isoscel AFG, deci AM L FG. 
Dar FG || BC ; rezultă că AM L BC. 
Observație : dreapta AM este axă de simetrie a figurii. 


CAZUL II 
Punctele D și E sînt situate astfel încît E este între B și D. De- 
monstrația se face în mod analog. 


VII.G.92. a) Fie D intersecția dreptelor OM şi LR. (Vezi fig. VII.G.92.) 
În triunghiul NMT, MD este bisectoare și înălțime, deci NMT este tri- 
unghi isoscel. Rezultă : 


MN=MT; () 

< BMN = <X AMT, avind complemente egale ; (2) 

BM = AM, conform ipotezei. (3) 
A 


Fig. VII.G.92. 


Din (1), (2) şi (3) rezultă că A BMN = A AMT (L.U.L.). Rezultă că 
BN = AT şi cum AB || NT, rezultă că ABNT este trapez isoscel. 

b) În triunghiul dreptunghic ABC, dreapta AO este mediana cores- 
punzătoare ipotenuzei, deci : 


<% OAB = 4% OBA. (4) 
Dar, în trapezul isoscel ATNB, 
AX TAB = & NBA. (5) 


Din (4) şi (5), cum O, N, B sînt coliniare, rezultă că XOAB= 
= & TAB, deci dreptele AT şi AO coincid. Rezultă că A, T, O sînt 
coliniare. 
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c) Deoarece LN || AB, A ABC ~A LNC. (6) 


Cum MC este mediană în triunghiul ABC, din (6) rezultă că: 


TL = NT. (7) 
A BRN = A ALT (1.U.). Rezultă că: 
NR=TL. (8) 


Din (7) şi (8) obţinem NR=TL=NT. 
Observaţie : toate proprietăţile cerute rezultă ușor remarcînd că 
dreapta MO este axă de simetrie a figurii. 


VII.G.93. Fie L, M, N, P intersecțiile dreptelor OE, OF, OG, OH cu latu- 
rile AB, BC, CD, DA (Vezi fig. VII.G.93.). 

a) Deoarece în cercul de centru O, OE L AB, OF L BC, OG L CD, 
OH | AD, punctele L, M, N, P sînt mijloacele laturilor patrulaterului 
ABCD. Deci : 

Patrulaterul LMNP este paralelogram. (1) 


Fig. VII.G.93. 


Deoarece OL = EL şi OM = MF, LM este linie mijlocie în triun- 
ghiul EOF. Rezultă că 


LM || EF. (2) 
Analog, rezultă că : 
MN || FG, NP || GH, LP || EH. (3) 


rezultă că EFGH este paralelogram. 

b) Dacă BD L AC, atunci patrulaterul LMNP este paralelogram cu 
un unghi drept, deci dreptunghi. Deci conform raționamentului de la a), 
EFGH este dreptunghi. 

Dacă BD L AC şi BD = AC, atunci paralelogramul LMNP este pă- 
trat, deci EFGH este pătrat și reciproc. 
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Generalizare Fie ABCD un patrulater înscris în cercul de cen- 
tru O; L, M, N, P proiecţiile lui O pe laturile AB, BC, CD, respectiv DA. 
Pe semidreptele OL, OM, ON, OP se iau punctele E, F, G, respectiv H 

„a OL OM ON OP 
astfel încît : — = — = — = — 

E ME NG PH 
VII.G.94. a) Fie M intersecția dreptelor BC şi PS, iar R intersecția drep- 
telor CD şi SH. În triunghiul PHS, dreptele SC şi PC sînt înălțimi, deci 
C este ortocentrul triunghiului PSH. Rezultă că dreapta HC este înăl- 
time, deci BC L PS. 


Atunci EFGH este paralelogram. 


Fig. VII.G.94. 


b) Punctele O, şi O% sînt respectiv mijloacele segmentelor CP şi 
CH. Deci OO, este linie mijlocie în triunghiul CPH. Rezultă că 
0,0» || PH. 


nării rezultă că A COO, ~ A CDB, deci cele două triunghiuri au laturile 
respectiv proporţionale. 


VII.G.95. 

a) Fie M cel de-al doilea punct de intersecţie al cercurilor circum- 
scrise triunghiurilor BCI şi ACJ. (Vezi fig. VII.G.95.) Rezultă că patru-- 
laterele AMCJ şi BMCI sînt inscriptibile şi, ținînd cont de triunghiurile 
asemenea date în enunţ, rezultă că : 


4% AMJ= AX ACJ= 4% BCI = 4% BMI = q C' = x AKB. 


Deci patrulaterul AKBM este inscriptibil şi deci M este situat şi 
pe cercul circumscris triunghiului ABK. 

b) Se demonstrează imediat folosind cele trei patrulatere inscripti- 
bile găsite mai sus. 

c) AM, BM şi CM sînt coarde comune perechilor de cîte două din 
cele trei cercuri. Rezultă că UV L CM, VW L AM, UW L BM. Notăm cu 
N, P, Q intersecțiile liniilor centrelor cu coardele comune (N € AM,. 
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PE BM, Q E€ CM). Rezultă că patrulaterele WPMN, VQMN, UPMQ sînt 
a AN 
inscriptibile. Deci m(W) = 180° — m(PMN) = mA ÉB) = m(C). 


Analog, arătăm că +U=<ĂXA' şi V= <B’. Rezultă 
A A'B'C ~A UVW. gi ab: za 


că: 


J 


B’ "ai / 
Fig. VII.G.95.a. Fig. VII.G.95.b. 


d) Ținînd cont de triunghiurile asemenea date în enunţ și de patru- 
laterele inscriptibile AMCJ şi BMCI, rezultă că : 


<3% CMJ = Î ÇAJ = 9 A' (1) 
X AMJ= 4% ACJ= AC (2); 
`% CMI=ĂCBI= B' (3): 


AN AN N AN 
Din (1), (2) şi (3) rezultă că m(AMI) = m(A') + m(B') + m(C') = 180°. 
Deci punctele A, M, I sînt coliniare. Analog, arătăm că punctele 
B, M, J sînt coliniare și C, M, K sînt coliniare. Rezultă că cele trei drepte 
(diferite) se intersectează în M. 
e) A ACJ ~A A'C'B'. Rezultă că: 


——, 4 ; 
AC AC (2) 
A AKB~A A'C'B' Rezultă că 
AB AB 
> (5) 
AK AC 
Din (4) şi (5) rezultă că : 
AB 
AJ 48 f (6): 
AC AK 
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Dar 
X BAJ = 4% KAC. (7) 
Din (6) și (7) rezultă că A AJB—A ACK. Deci 
AJ AB BJ AB 


— — _—— 


“Rezultă că BJ-A'C'=—CK-A'B' 
Analog se demonstrează că: CK-A'B' = Al.B'C'. 


Deci = == , adică segmentele AI, BJ, CK sînt in- 


BC  A'C' A'B' 
vers proporționale cu laturile B'C', A'C', A'B’ ale triunghiului A'B'C'. 


VII.G.9%6. Fie P intersecția dreptelor MN și BC. (Vezi fig. VII.G.96.) 


htu iza 2A rezultă oia EA deci AM SE I-a AM == Le pă cm = 
MB 3 AB 4 4 4 
= 6 cm. Analog, SA AR rezultă BN = 2 , deci DN n CD, DN = 
NC 3 CD 5 5 


2 
a cm = 6 cm. Deci AM = DN şi AM || DN. Rezultă că patrulaterul 
AMND este paralelogram. 


E 


A nM g 
Fig. VI1.G.96. 
Deci MN || AE. (1) 
Deoarece A PNC —A PMB, rezultă : paR ACn Bok Deci 
BP MB 18 2 
BP = 2. PC. (2) 
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Din (1) rezultă că putem aplica teorema lui Thales în triunghiul 


EP DN 2 EP 2 
ECD. Avem —- = — =— , de unde obţinem = — ică lo- 
PC NC A ți 2e T adică folo 
` EP 1 
sind (2), —=—. 
BP 3 


VII.G.97. a) Notăm EG =a. Deoarece GH este linie mijlocie în tri- 
unghiul EFD, rezultă GH || FD. Aplicînd teorema lui Thales în A ACD, 


rezultă Aa a n . Deci AI = 3-IC. 
IC GD a 
b) Avem GH => .FD=} BD =} CD. (1) 
Apoi A AGI—A ADC. Rezultă că a, adică Tae 
CD AD CD 4a 
deci HI =" -CD. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă HI = 3GH. 

c) BE este mediană în triunghiul ABD. Prelungim mediana BE 
cu segmentul EM, EM = BE. Patrulaterul ABDM este paralelogram. 
Construim EL || BC, L € AC. Rezultă că EL este linie mijlocie în tri- 
unghiul ADC. Í (3) 


A m 


„Fig. VII.G.97. 


Deoarece EL || BC 'şi BC|| AM, rezultă EL || AM. Dar AE = ED, 

deci dreapta EL conţine linia mijlocie în triunghiul ADM. (4) 

Din (3) și (4) rezultă că AC-și MD se intersectează îħ L. Deoarece 

AM || EL, din teorema fundamentală a asemănării rezultă că A Ta ~ 

EL EJ EL 1l . &J 1l 

~ A MJA. e i =, Deo == 

JA. Deci M W Dar din (4) avem „>> MI 2 

__ Rezultă că MJ = 2:EJ, deci EM = 3-EJ. Cum EM = BE, rezultă 
că BE = 3.EJ. | 
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VIL.G.98. a) Avem A AGD ~ A BGE (U.U). Rezultă că DG= AD 
EG BE 2 

şi cum AD = BC, avem BE = 2.BC. Din ipoteză, FC=—2-EF. Scăzind 
cele două relații, obținem EF = BC, apoi FB = AD şi cum FB||AD, 
rezultă că AFBD este paralelogram. (1) 
Pe de altă parte, deoarece AB = AD şi mA = 60°, triunghiul 
ABD este echilateral. Deci BF = AD = BD. (2) 


Din (1) și (2) rezultă că AFBD este romb. (Vezi fig. VII.G.98.a.) 
b) Avem A EFH = A DAH (U.L.U.). Rezultă că EH = HD, deci H 


este mijlocul lui DE. 


£ 


C 


Fig. VII.G.98.a. 


c) Din b) rezultă EH = HD, FH = AH. Patrulaterul ale cărui dia- 
gonale se intersectează în mijlocul fiecăreia este paralelogram. Deci 
ADFE este paralelogram. 

Sau : din a) rezultă EF = AD şi EF || AD, deci ADFE e parale- 
logram. 
d) Din demonstrațiile anterioare rezultă că AF = CD. Cum AD || FC, 
patrulaterul ADCF este trapez isoscel, deci inscriptibil. 

e) Notăm cu F’, A”, D' respectiv proiecţiile lui F, A, D pe dreapta 
d. (Vezi fig. VII.G. 98.b.) 

Fie M mijlocul segmentului AD şi N proiecția lui M pe dreapta d. 

Ducem prin G o perpendiculară pe d; fie aceasta GG, GC AD, 


G> E FC. Conform teoremei lui Thales avem —— GG; CLA Rezultă 
GG, BG 2 
GM 


AG _1. AM 1 1 
= —şi cum — = —, o em ==, | G ~ 
BG, 2° pa g obtinem pg, g Rezultă că A MG 
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~ A FGG (L.L.L.), deci punctele M, G, F sînt coliniare. Rezultă că 
. MN 
A FPG—A MNG, deci = deci FF = 2-MN. (3) 


Cum în trapezul AA'D'D, MN este linie mijlocie, avem 


my =4 t DD (4) 


Din (3) şi (4) rezultă că FF’ = AA'+DD'. 


Fig. VII.G.98.b. 


VII.G.99. a) Construim din M paralela la BN care intersectează AC în 
N’. (Vezi fig. VII.G.99.) Rezultă că A MCN’ ~ A BCN, deci: 


(1) 


Fig. VII.G.99. 
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Folosind (1) calculăm NN’ 


NN = AC AN—N'Cc= acC NC 34C AC AC 
4 3 4 4 2 


Deci : 
1 
ap a a 
PM 1 AC 2 
2 
b) Deoarece SB = BC, BD este mediană în triunghiul SCD. (2) 
Deoarece AB || MD, rezultă că A APB ~ A MPD, deci: 
BP AP 1 
D= (3) 
PD PM 2 


Din (2) și (3) rezultă că P este centrul de greutate al triunghiului 
SCD, deci CP este mediană în triunghiul SCD. 


CAPITOLUL IV. RELAȚII METRICE 


VII.G.100. Aplicînd teorema înălțimii în triunghiul dreptunghic ABC, 
avem BD-CD = AD?2. Dar în dreptunghiul AEDF, avem: AD? = 
= FD? + DE2. 
Aplicînd teorema înălțimii în triunghiurile dreptunghice ADC şi 
in obținem: FD? + DE? = FC-FA + EB.EA. Deci DB- DC = FC-FA + 
EB. EA. 


C 


A £ p 


Fig. VII.G.100. 


VII.G.101. Notăm cu x, respectiv y lungimile segmentelor AM, MB. Fie 
H intersecția dreptelor CD şi AP. (Vezi fig. VII.G.101.) Aplicînd teorema 
lui Pitagora în triunghiurile dreptunghice NMB, PCH, obţinem : 


NB =z +y; 
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D 


A xX M Y B 
Fig. VII.G.101. 


PC? = (x — yY} + (x + y}? = 22? + 2y? 


9 


Rezultă = 2. Deci Elo! 
NB 


NB? 
VII.G.102. Aplicînd teorema lui Pitagora în triunghiurile ACE, BCE, ob- 
ținem succesiv : 
AC? = CE? + AB? = BC? — BE? 4- AF? = BC? — (AE — AB) + AF? = 
= BC — AF? 4- 2AE. AB — AB? + AR? = BC + 2AE. AB — AS: 
Deci AC? = BC? + 2AE. AB — AR. (1) 


A 8 £ 


Fig. VII.G.102. 


Analog, cu teorema lui Pitagora în triunghiurile ACF, DCF, 
obținem 
AC? = AF? + CF? = AF? + CD? — DF? = AF? + CD? — (AF — ADP = 
= AF? + AB? — AF? + 2AF. AD — BC = AB? + 2AF. AD — BO. 
Deci : AC? = AB? + 2AF. AD — BO. (2) 
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Adunînd relaţiile (1) şi (2) obținem : 2. AC? = 2AE - AB + 2AF- BC, 
de unde AE.AB -+ AF-AD = AC. 


VII.G.103. Notăm cu G centrul de greutate al triunghiului ABC. (Vezi 


1 
fig. VII.G.103.) Avem BG= ZBB = 2-45 = 1,5, CG = CC! = 


l.6=2, BG =Ż2-BB' =3, CG = Ż -CC =4. 
3 3 3 
A 
l 
a 4 
8 4 C 


Fig. VII.G.103. 
Se observă că triunghiul BGC este dreptunghic avind lungimile 
laturilor de 3, 4 și 5. Aplicînd teorema lui Pitagora în triunghiul B'GC, 


G 2 obti 7 e 73 a Vi3 o. 
m(G) = 90°, obţinem : B'C2 = 42 + A m , B'C= a AG 


3 
2 


= 2B'C = \73. 

În triunghiul C'GB, mO = 90°, obţinem: C’B? = 2? + 3? = 13, 
C'B = V13, deci AB = 2C'B = 2 V13. Am obţinut: AB = 2V13, BC = 5, 
AC =Ẹ\73. 


VII.G.104. Fie ABC un triunghi ascuțitunghic. (Vezi fig. VII.G.104.) 


Fig. VII.G.104. 
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AN 
a) Deoarece m(AEC) = 90° = m(ÁDC), patrulaterul AEDC este 
inscriptibil. Relaţia AB-BE = BC-BD rezultă din puterea punctului B 
față de cercul circumscris lui AEDC. 
b) Deoarece patrulaterul AEDC este inscriptibil, <X BAD = ~ HCB. 
Rezultă că A ABD ~ A CHD (U.U), deci ZE = ŽD ae unde obţinem : 


HD 

DA-HD = BD: „CD. 

Dacă mA = 90, atunci H = A și relația devine AD? = BD -CD, 
adică teorema înălțimii într-un triunghi dreptunghic. 

Dacă triunghiul ABC este obtuzunghic, se demonstrează analog 
a) și b). 
VII.G.105. Fie ABCD trapezul înscris în cercul de centru O, AB=7r; 
fie E. F proiecţiile lui C, respectiv D, pe dreapta AB. (Vezi fig. VII.G. 105.) 


ABCD fiind înscris în cerc, este trapez isoscel, deci AF = BE. Avem : 
AB—CD  175—51 


AS Q 


Fig. VII.G.105. 


AN ii 
m(BDA) = 90°. Conform teoremei înălțimii, DF = V AF- BF = V12 -63 = 
= 6/2]. În triunghiul dreptunghic ADF: AD= VAF F} DF? = 

= V 122 + 36-21 = 4:9(4 + 21) = 6 V25 = 30 ; p = 2AD + CD + AB = 
= 2-30 -+ 51 + 75 = 186. 

În triunghiul dreptunghic ABD: DB = V AB? — AD? = V 752 — 302 = 
= V(75 — 30) (75 + 30) = 105-45 = /5.21-9:5—15 V21. AC = DB = 
= 15 V21. 

VII.G.106. a) Pentru diferite poziții ale lui M pe diagonala BD, obținem 

diferite figuri ce corespund ipotezei. Analizăm cazul : AB > AD, C între 

B și F, E între A şi B. (Vezi fig. VII.G.106.) Avem: A FMB~ A BDA 
BM MF 


(U.U.). Rezultă că :— ==. Dar DA = BC. înlocuind, obţinem: 
DA AB 

BM _ MF dic BM.-AB=BC-MF. (1) 

BC AB 
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În triunghiul dreptunghic EBF, conform teoremei înălțimii, avem : 
MB? = ME- MF. (2) 
Ridicînd la pătrat relația (1) obținem MB?. AB? = BC. MP. 


Înlocuind (2) rezultă : AB2-ME-MF = BC?. MF?, de unde: 
AB?. ME = BC?. MF. 


Æ 
M 
D E 
A £E 8 
Fig. VII.G.106. 
b) Avem : 
(AB-ME + BC-MF)} _ (AB-ME+ BC-MFF __ 
MB? MF.-ME 
__ AB?-ME  BC-MF i 2. AB-AC-MB? _BC2.MF AB?-ME , 
MF ME MB? MF ' ME 


+ 2AB. BC = BC2 4+ AB? + 2AB.BC = (AB + BC}. 
AB: ME + BC. MF 
MB 
Dacă AB < AD, se demonstrează analog a) și b). 


Rezultă că : = AB + BC = constant. 


VII.G.107. a) Aplicînd teorema lui Pitagora în triunghiurile dreptunghice 
ADM, BMN, CDN obținem 


DM = V ADEF A= || ve 4 2 = EEE, (1) 
MN = | MB F BN? = | += ja te, (2) 
DN = eF |] e+ bi = Het. (3) 
Deoarece 0 <b <a, din (1), (2) şi (3) rezultă că: 

MN < DM < DN. (4) 


Deci numai X M poate fi unghi drept în triunghiul NMD. Triun-— 
ghiul NMD este dreptunghic în M dacă şi numai dacă: DN? = 
= DM? + MN?. 


J a C 
i N 
A M 4 


Fig. VII.G.107. 


Înlocuind cu valorile obţinute în (1), (2) și (3) rezultă 
4a? +b 4b- 4+ a? -+ b? 
4 4 4 
ceea ce este echivalent cu 2a? = 4b?, deci a? = 2b?, deci a = b V2. 
Rezultă că NMD este dreptunghic dacă și numai dacă a = b\ 2. 
o) Rezultă direct din (4) ; sau 
CAZUL I 


Presupunem că triunghiul NMD este isoscel, avînd DM = MN. Din: 


i „ 4b pHa æ- , 
(1) și (2) rezultă : Fa = ————— deci b = 0, ceea ce este în contra- 


dicţie cu ipoteza b > 0. 
CAZUL II 


Presupunem că triunghiul NMD este isoscel, avînd DM = DN. Din 
2 2 _L pa 
(1) şi (3) rezultă Sere se E 


— a) (b -+ a) = 0. Rezultă că b = a, ceea ce este în contradicţie cu ipo- 
tza b <a. (b+a>0). 


CAZUL III 


Presupunem că triunghiul NMD este isoscel, avînd MN = DN. Se 
Tatează analog cazului I, rezultînd a = 0. 


Deoarece nici una din cele trei situații nu este posibilă, triunghiul 
VMD nu poate fi isoscel. 


deci 3b? = 3a?, adică (b— 


"II.G.108. Deoarece triunghiurile sînt asemenea, avem : 


== —, 1 
bo c' d (1) 
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Deoarece triunghiurile sînt dreptunghice de ipotenuze a, a’, avem: 


b? c2=—a2 şi b2+c'2=— 2. (2) 
Înmulţind relaţiile (2), obţinem : 

b2.br2 4 b2- e2 b2 ep c2-c%2= q2-a'2, (3) 
Din ipoteză, aa’ = bc -4+ b'c. (4) 
Din (1), bc = b'c. (5) 


Înlocuind (4) şi (5) în (3), obținem succesiv: 

b2b'2 -+ c?c'2 + 2b2c'2 = 4b2c'2, (bb' — cc”) = 0, de unde 

bb’ = cc. (6) 

Înmulțind în ambii membri ai relației (6) cu c’, obținem b'be = 
= c¢c?, adică b'2c — cc’? = 0 şi înmulțind relația cu — , rezultă 

b2 = c'2, deci b’ = c. (b >, 0, c > o0). i (7) 

Înmulţind relaţia (6) cu c’, obţinem bb'c = œc, adică bc” = c? 
şi înmulțind relaţia cu £ , obținem 

b? = c¢?, deci sea (Din (1) şi (7) rezultă direct b = c). (3) 

Din (7) și (8) rezultă că triunghiurile sînt isoscele. 


"VII.G.109. Notăm lungimile segmentelor QC, PB cu z, respectiv y. 
Avem : A ABP—A PCQ (U.U.). Rezultă că: 


AP 0 I (1) 
QP a—z y 


Ridicăm la pătrat termenii proporției T=, şi obținem apoi 
2 2 2 2 
:proporția derivată : A TOR te e i 
QP? y? 
Conform teoremei lui Pitagora, în triunghiul APQ, avem AP? + 
ponsad pa IA a 2 iu 


QP? y? 
Dar 25 = 2 deoarece în triunghiul dreptunghic APQ, m(GAPb) = = 300. 
2 2 2 2 2 
Deci : a = 4 SE an , de unde rezultă 4 =Z + 1, adică z = 3, 
QP- y- y- y- 
-deci T= V3, 
y 


Din (1) obținem : 


Q = V3, a = \3la — x) EE 
a— zr j i V3 3 
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În triunghiul dreptunghic ABP, teorema lui Pitagora conduce la 


4p= || ay PU3 == EEDE al a—2V3.3 SE 
_aV21 —sy3 
ar2 —6j3, 


I === 
Ea - 123, AQ = 2QP =2a| 1—23, 
3 


(Observăm că AP, QP, AQ verifică teorema lui Pitagora în tri- 
unghiul APQ). 


2 Q_ >y C 
P 
X 
30. 
| 
A a EB 


Fig. VII.G.109. 


VII.G.110. a) Aplicăm teorema medianei (Vezi Indicații, Pb.VII.G.110.), 
in triunghiul ABC pentru BB’, respectiv C'C. Avem: 


4mî, = Xa? + c3 — b? 
| 4m e = 2(b? + 02) — c? 
Înlocuind ms, me, obținem : 
| 324 = 2a? | 2¢? — b? 
576 = 2b? + 202 — c2 


Însumînd cele două relații, rezultă : 900 = 4a? + b? + œ. Dar a? = 
= 100. Deci 9a? = 4a? + b? + c2, de unde rezultă : 5a? = b? + c2. 

b) Patrulaterele ABCM şi ACBN sînt paralelograme (pentru că 
diagonalele lor se taie în părți egale), deci AM || BC, AN || BC. (1) 

AM = BC = AN. (2) 
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Din (1) rezultă că N, A, M sînt coliniare și MN L AD. (3) 

Din (2) şi (3) rezultă că dreapta AD este mediatoarea segmentului 
MN. Deci DM = DN, adică triunghiul DMN este isoscel. (Vezi fig. 
VII.G.110.) 


M A _ M 


2 0 4 i C 
Fig. VIL.G.110. 


c) Folosind teorema medianei, obținem următoarele relaţii echi- 
valente : 


m: = mik mi (= 2(b2-+ c2) — e = 2(a2 + c2) — b2 + 2(a2 + b2) — 
— 2 (=) 2b? 4 22 — 02 = 2a? + 202 — b2-L- 2024 2b2—c* (=) 
=) 0 = 5a2 — b2 — e. 

Deci Ma, Mb, Me pot fi lungimile laturilor unui triunghi drep- 
tunghic. 
VII.G.111. a) Arătăm mai întîi că punctele A“, C, D’ sînt coliniare. (Vezi 
fig. VII. G.111.) Dreapta AC este axă de simetrie a figurii ADCD' Rezultă 
m(ACb' ) = m(ACD) = 60°. Dreapta CD este axă de simetrie a figurii 
AA'C. Rezultă m(A'CD) = m( ACD) = = 60°. Deci m(D' TA ) = 3- 60° = 180°. 


Adică punctele A', C, D' sînt coliniare. (1) 
Deoarece dreapta AC este axă de simetrie, rezultă că « AD'C= 

AN 
= X ADC. Dar m(ADC) = 90°, deci m(AD'C) = 90°. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă că triunghiul AA'D' este dreptunghic. 
b) Fie a lungimea laturii triunghiului echilateral ABC. Arătăm că 
triunghiul ABD’ este dreptunghic. 


Avem : m(BAD”) = m(BA€) + m(CAÂD”) : (3) 
xX CAD' = X CAD (fiind simetrice față de dreapta AC) ; (4) 
m(CAD) = 30°. (5) 


Din (3), (4) şi (5) rezultă că m(BAD’) = 60° + 30° = 90°. În tri- 
unghiul dreptunghic BAD’, folosind teorema lui Pitagora, obținem 
BD”? = AB? + AD”. 

aV/3 


Avem AB =a, AD' = AD = Eli Înlocuind, obţinem : 


3 ma n 7 
Bp = l/a 302 _ 1e aT o pp a 
y T A A z Deci BD' =". 
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Fie P, respectiv R intersecţia dreptei AC cu BD’ şi DD’. Avem 
A CBF = A BCP (U.L.U.). Rezultă că CF = BP. Deci în loc să calculăm 
CF, vom calcula BP. Construim DL || AC, LE BD’ în triunghiul BCP, 
DL este linie mijlocie. Rezultă că BL = LP. În triunghiul D'DL, PR este 
linie mijlocie. Rezultă că LP = PD’ Rezultă BL = LP = PD’. Deci PB = 


2 aVF 7 
3 Bp = Ea n = Cum CF = BP, rezultă CF = Ls) 


pei 


A! 


Fig. VII.G.111. 


Altfel PE PA 
Calculăm BP în modul următor m(CAD’) = 30°, m(AD’ 4A’) = 90°. 


Rezultă că CD’ = > .AC. Dar AC = A'C. Deci CD' = = -A'C. (6) 


A'C 
Avem CP || A'B. Deci A CPD’ ~A A'BD'. Rezultă Po CD: (7) 
BP = BP 2 BP 2 
Din (6) şi (7) obți = 2, Deci ————=—, Z= 
ai iși 07); opunea 4527 PD'+-BP 3 BD 3 
7 7 
Rezultă BP = -2--BD', deci BP = ai, 


3 


VII.G.112. METODA 1. (Vezi fig. VII.G.112 a.) 
Notăm AN = x, BP = y. Cum dreptele AN, BP, NM sint tangente 
la cerc, avem MN = AN = x, MP = BP = y. Patrulaterul 'ABPN este 


trapez dreptunghic. 


Fie Q proiecția lui N pe dreapta BP. Aplicînd teorema lui Pitagora 
în triunghiul NQP, obţinem relația (x + y)? = (x — y) + 47” care este 
echivalentă cu 4xy = 472, deci xy = r?, adică AN:BP = r?°. (Se observă 
că în raționamentul făcut, nu a intervenit poziția punctului M pe cerc). 


A N 


8 a P 


Fig. VII.G.112.a. 
METODA 2. (Vezi fig. VII.G.112.b.) 
Avem AM L ON, BM L OP. (1) 
AN 
Dar m(AMB) = 90°. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă că m(NOP) = 90°. 


EC, ARE 4 4 


Fig. VII.G.112.b. 


În triunghiul dreptunghic NOP, OM este înălțime. Rezultă că: 

OM? = MN. MP. (3) 

Dar MN = AN, MP = BP, OM =r. Înlocuind în (3), obținem r? = 
= AN-BP. 
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METODA 3. 


În patrulaterul inscriptibil OANM, X ANO = <~ AMO. În patrula-— 
terul inscriptibil OBPM, + BPO= + BMO. Dar <% AMB fiind drept, 
<X AMO şi X BMO sint complementare. Cum triunghiul OBP este drept-- 
unghic în B, rezultă că + BOP= XANO, avînd același complement. 
Deci triunghiurile dreptunghice AON şi BOP sînt asemenea. Obţinem. 


ANC iei te, Bleu 0 AA 
OB BP T BP 
VII.G.113. CAZUL I 
x i i , AN PN O AN AN 
Dacă triunghiul ABC este ascuțitunghic, A > B, A > C, atunci E' 


este între B și D. (Vezi e VII.G.113.a.) 
a) Deoarece X C = X BAD şi 4% B este comun triunghiurilor ABC 


și DBA, avem A ABC ~ A DBA. (1) 
AB BC Eee 5 
Rezultă că — = —, adică AB? = BD. BC. 
BD AB 
b) Analog, A ABC ~ A EAC. (2), 


Rezultă că AC = RE. adică AC? = CE. BC. 
CE AC 


c) Din (1) și (2) obținem că 4% A= AEC şi X A= <q ADB. 
Rezultă că <% AEC = 4 ADB, deci triunghiul ADE este isoscel. 


A 


A E I C 


Fig. VII.G.113.a. 


d) Din (1) și (2), conform tranzitivității relaţiei de asemănare, obţi-— 
nem că A ABD ~A CAE. Deci ED = AD. 
AE CE 

Dar triunghiul ADE este isoscel, deci AE = AD. Înlocuind în pro-- 


porția de mai sus, obţinem 22. = aL, adică AD? = BD.CE. 
AD CE 


CAZUL II 


Dacă triunghiul ABC este dreptunghic în A, atunci AE coincide- 
cu AD și obținem AB? = BD-BC, AC? = CD-BC, AD? = BD.:CD, adică. 
teorema catetei, respectiv înălțimii în triunghiul dreptunghic. 
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CAZUL III. 


Dacă triunghiul ABC este obtuzunshic în A, atunci D este între B 
gi E. (Vezi fig. VII.G.113 b.) Demonstrația se face similar cazului I. 


a) Avem A ABD— A CBA. Rezultă aa 25, deci AB? = BD. BC. 
BC 


A 
È Pa E & 
Fig. VII.G.113.b. 
b) Avem A ACE ~ A BCA. Rezultă aL a deci AC? = CE. BC. 
BC AC 


c) Unghiurile ADE şi AED, sînt unghiuri exterioare triunghiurilor 
ABD, respectiv AEC. Avem: m(ÂDE) = == m(BAD) + m(áBD) = = m(ÉCA) + 
L m(CAÈ) = == m(AED). Rezultă că A ADE = <4 AED. Deci triunghiul ADE 
„este isoscel. 


d) Avem A ABD ~ A CAE, deci ERR Dar AD = AE 


AE ECG 
-şi înlocuind în ultima proporție, obținem AD? = BD.-CE. 


„Observaţie : dacă în triunghiul ascuţitunghic ABC, 4 <B sau 


A <C se poate rezolva o problemă similară considerînd punctele E și D 
pe dreapta BC. 


VII.G.114. CAZUL I: 


Triunghiul ABC ascuţitunghic. (Vezi fig. VII.G.114.a.) Fie AD un 
‚diametru al cercului și AE înălţime, E pe dreapta BC. Rezultă că 


AN ~N 
m(ABD) = 90°, m(AEC) = 90°.. (1) 
Patrulaterul ABDC este inscriptibil, deci : 
<% ADB = <% ACB. (2) 
AB 


Din (1) şi (2) obținem că A ABD~ A AEC, deci £= m adică 


AB. AC = AD. AE. Celelalte relaţii se obţin printr-un raționament si- 
:milar. 
CAZUL II: 
Triunghiul ABC este obtuzunghic. (Vezi fig. 114.b.) Considerăm 
m(Â) > 90°. Fie AD un diametru al cercului și BE înălţimea din B, E pe 
dreapta AC. Avem: m(BEC) = 90°, m(ABD) = 90°, < ECB = 4% ADB. 
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Fig. VII.G.114.a. Fig. VII.G.114.b. 
Deci A BEC ~ A ABD. Rezultă LoS , deci AB-BC = AD. BE. 
AB AD 
Celelalte relații rezultă analog cazului I. 
CAZUL III 


AN 

Triunghiul ABC este dreptunghic. Considerăm m(A) = 90°. BC este 
diametru în cerc și fie AE înălțime.. Se obține relația AB- AC = AE.BC 
cu un raționament similar cazului I. 

Altfel : AB? = BE- BC, AC? = CE. BC (teorema catetei). Înmulțind 
cele două relații, se obține AB?. AC? = (BE CE): BC?. Dar BE-CE = AE? 
(teorema înălțimii). Rezultă AB?. AC? = AE?-BC2. De unde AB.AC = 
= AE. BC. 


VII.G.115. a) Fie T pe semidreapta GF, exterior segmentului GF. (Vezi 
fig. VII.G.115.a.) Avem : 


m(GFD) = m( TFA) = man = m( ABD). (1) 


AN 
Deoarece X AFB este înscris într-un semicerc, m(AFB) = 90° = 
= m(BFD). În triunghiul dreptunghic BFD, avem : 


m(FDB) +- m FBD) = 90°. (2) 
Dar m(ÁBF) + m(FBD) = 90°. (3) 
Din (2) și (3) rezultă că: 

<% FDB = Ñ ABF. (4) 


Din (1) şi (4) rezultă că &XGFD= 4% FDB = 4 FDG. Deci triun- 
ghiul GDF este isoscel. 

b) (Vezi fig. 115.b.) Deoarece EF şi AB sînt diametri, patrulaterul 
AFBE este dreptunghi. Dreptele BG și GF sînt tangente la cerc în B 
şi F, deci : 


BG = FG. (5) 
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Fig. VII.G.115.a. Fig. VII.G.115.b. 


Conform a), triunghiul FGD este isoscel; rezultă 
FG = GD. (6} 


Din (5) şi (6) rezultă că G este mijlocul segmentului BD. (7) 

Cum O este mijlocul lui AB, rezultă că OG este linie mijlocie în 
triunghiul ABD. Deci : 

oc = îP (8) 

2 

Aplicînd teorema catetei în triunghiul dreptunghic ACD, obţinem : 
AD? = BD-CD. Folosind (7) şi (8) rezultă  40G2=—2GD-CD, adică 
20G2 = GD.CD. 


VII.G.116. METODA 1 (Vezi fig. VII.G.116.a.) 

Fie A' punctul diametral opus lui A. Unghiul ACA’ subiîntinde un 
diametru, deci m(ACA') = 90°. Rezultă că 

AC L A'C. (1) 


Fig. VII.G.116.a. Fig. VII.G.116.b. 
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Dar, din ipoteză, AC L BD. (2) 
Din (1) și (2) avem A'CC|| BD. Deci BA'CD este trapez ; fiind înscris 


în cerc, BA'CD este trapez isoscel, deci avem CD = A'B. (3) 
În triunghiul ABA', MO este linie mijlocie, deci : 
LA B, 


Din (3) şi (4) rezultă: Mo= 2, deci MO < CD. 


METODA 2 (Vezi fig. VII.G.116.b;): 
Construim razele OA, OB, OC, OD şi OM L AB, ON L CD, ME AB, 
N € CD. B ci DOC fiind isoscel, avem : 


CN = > -CD. (5) 


AN 

Unghiurile COD şi AOB sînt unghiuri la centru, deci: m(COD) = 
= m(CD), m(A40B) = m(AB). Dar m(CD) + m(AB) = 180°, deci m(COD) + 
+ m(40B) = 180°. Dar triunghiurile AOB și COD sînt isoscele, deci. OM, 
respectiv ON sînt bisectoare în în aceste triunghiuri. Rezultă că : m(MOB) + 
+ m(CON) = LOR) ij E = m = 90°. Deci «MOB şi «NOC 
sînt complementare. 

Rezultă că < MOB = OCN, avind același complement. Obținem 
că A MOB = A NCO, (I.U.), de unde: 

MO = CN. (6) 


Din (5) şi (6) rezultă că OM = .CD, deci OM:&CD. 


METODA 3 (Vezi fig. VII.G.116.c): 


Notăm cu r lungimea razei cercului. Fie P intersecţia diagonalelor 
patrulaterului. Avem A BCP— A BOM, rezultă : 


(7) 


Fig. VIl.G.116.c. 
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Avem A ADP ~ A^ BOM, rezultă 


AD DP 
io (8) 
T MO 


Din teorema lui Pitagora aplicată în triunghiul dreptunghic CPD, 
obținem : CD? = PD? + PC?. Înlocuind cu expresiile obținute în (7) şi (8), 


2. A D2 ; 2 
avem : CD? = MO-AD E Dind factor comun, relaţia devine : 
P 2 
2 
CD? = Mo (AD? + BC?). (9) 
r 


Din teorema lui Pitagora aplicată în triunghiurile dreptunghice 
formate de diagonale, obținem AB? -+ CD? = CB? + AD? şi înlocuind 
în (9), avem : 


CD? =(=] -(AB2 + CD2. (10) 
r 

Dar AB = 2MB, iar în triunghiul dreptunghic MOB, MB? = r? — 

— MO?. Determinăm CD din ecuaţia (10), Obţinem : 
2 2 2 — MO? uO? 

fi iai l .CD? MO anp i MO op SIRE MO i — MOX. 
| f T“ r? 

Cum O < MO <r, rezultă CD? = 4. MO?, adică CD = 2. MO. Deci 
MO < CD. 
VII.G.117. METODA 1 


r r> 


Tr 

Avem Sie A deci Ol Ou (1) 
2r T OB OP 

Apoi + POM = 4 POB. (2) 


Din (1) şi (2) rezultă că A POM — A BOP, conform cazului de ase- 
mănare I-.U.L. Analog, A QOM ~ A BOQ, deoarece X MOQ este comun 
.O 
e e Ole Rezultă că ARE 2 E ARI 2, deci PB + QB = 2PQ. 
OQ OB 2 PM QM 


METODA 2 


Folosim teorema lui Pitagora generalizată. Notăm: MP =rzx, 
MQ = y. 
În triunghiul POM, obținem 
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în Saul, POB, avem : PB? = r2 + 4r? — 472 cos POB = 5r? — 
— (572 — 422) = 42, 


Deci PB = 2x. (3) 
Analog, arătăm că BQ = 2y. (4) 
Din (3) şi (4) rezultă că PB + BQ = 2x + 2y = 2x + y) = 2PQ. 
Generalizare : 


Fie C(O, r) şi o secantă BM ce trece prin O, astfel încît r? = 


= OM -OB, M interior cercului cu oTi a. Fie PQ o coardă ce trece prin 


M. (P, Q pe cerc). Atunci BP -+ BQ =a- PQ. 


P 


A 
pp 


Fig. VII.G.117. 


Demonstraţie : 


Deoarece r este media geometrică a lui OM, OB şi OM <r, rezultă 
OM <r < OB, deci B esfe exterior cercului. Obţinem că:A POM ~ 


> „ PB , 
~ A BOP şi A QOM ~A BOQ (L.U.L.), de unde rezultă că A =a şi 


—— = a, deci BP = aMP şi BQ —aMQ. Însumînd ultimile relaţii, obţi- 


nem : BP + BQ =a. PQ. 
VII.G.118. În orice triunghi ABC sînt satisfăcute relațiile de inegalitate : 


|AC— AB| < BC < AC + AB. Deci : 
|AC— AB|<1 <AC+ AB. (1) 


Deoarece AB, AC €N, din (1) rezultă că AC = AB, deci triunghiul 
ABC nu poate fi decit isoscel. Fie AB = a. Demonstrăm că, în ipotezele 
date, este satisfăcută relaţia a< 2r <a-+ 1. Deoarece diametrul este cea 
mai mare coardă, rezultă că a <2r. | | 

Fie A’ punctul diametral opus lui A. (Vezi fig. VII.G.118.) În tri- 


unghiul ABA’, avem : 
2r < AB + A'B. (2) 
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Dacă a = 1, rezultă că triunghiul ABC este echilateral, deci r < 
N AN 
<a=1. Darr > Rezultă că a > 1. Deci m(á4) < 90°, deci {BTO > 


> 90, deci BA’ <1. (3) 
Din (2) şi (3) rezultă 2ra + 1. 
A 
Bi E 
Fig. VII.G.118. 


Dar 5G2r<7. Deci: 5<a+i şi a<7. Rezultă 4<a<7. 


Cum a€E N, rezultă că a € (5, 6). 
Fie M proiecția lui A pe BC. Aplicînd teorema lui Pitagora în tri- 
unghiurile dreptunghice OBM şi ABM, obţinem : 


1 1 
rT — 22 r=| @— >. 
4 T / 4 


Trecînd r în membrul doi şi ridicind 'la pătrat rezultă: 


Deci : rT = — m, adică r = -~ (4) 


25 5 7 
Pentru a=5, r =€ (=: 7) 
V99 2 2 


Pentru a = 6, "= [a 3) 
| 143 2 2 


Deci problema are două soluţii : 


l; AB=A4A0=5, aq = 05011 


V99 33 
72  72V143 


: AB = AC = 6, AA = umn 
II: AB Pia a 


Altfel : 


a] 


Q- 
Am arătat că r= -= 4 
V4a2— 1 (4) 
Avem următoarele inegalităţi 
a a2 a2 2 
<L A3, (5) 
2 2a 4a2—1 ay3 3 
2 <r < L (6) 
2 2 
Din (4), (5) și (6) rezultă R>, deci a > an Deci a > 5. Pe de 


altă parte, din (4), (5) şi (6) rezultă că a <7. Deci §5«&a<7. Deci 
a€ (5, 6). 


VII.G.119. a) Avem A ABN = A ADM (C.C.). Rezultă că: 
A ABN = X ADE. (1) 
Dar, X ABN = q NAF. (2) 


À 
B G 
Fig. VII.G.119. 


Din (1) şi (2) rezultă că % NAF = XADE. Deci A ANF ~ A DAE. 


(U.U.). Rezultă că : IDn Dar AF = AE, AD = CD, deci : 
AF AN 
ED _ CD 
Z= (3) 
AE AN 
<% EAN = < CDE, avind același complement. (4) 


Din (3) şi (4) rezultă că A AEN ~ A DEC (L.U.L.). 
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Altfel : 


Conform teoremei înălţimii în triunghiul AMD, avem 


° = ME. DE. (5) 
Conform teoremei catetei în triunghiul AMD, avem 
AM? = ME- DM ; (6) 
AD? = DE. DM. (7 
Din (5), (6) şi (7) rezultă : Fal = DEL deci AE a Di, 

AM AD? AM AD 
Dar AM = AN, AB = CD (din ipoteză). Rezultă că 
<— EAN = XAMD = QX MDC. (9) 


Din (8) şi (9) rezultă că A AEN— A DEC. 

b) Avem: A AEN = A^ AFM (LU.L.), A DEC= A BFC (L.U.L.). 
Aplicînd a) rezultă că A AFM ~ A BFC, deci: o — = —, de 
unde rezultă că AF-.-CF = BF. FM. 


c) Am demonstrat anterior că A AEN ~ A DEC. Rezultă că 
AX ANE = DCE, deci patrulaterul DNEC este inscriptibil. Rezultă că 


AN 
mNEC) = 90°, deci CE și NE sînt perpendieulare. 
d) Patrulaterele BCFM şi DCEN sînt congruente. Deoarece punc- 


tele D, C, E, N sînt conciclice [conform c)] rezultă că şi punctele B, C. 
F, M sînt conciclice. 


Observaţie : deoarece dreapta AC este axă de simetrie a figurii, b) 
și d) se puteau demonstra analog cu a) respectiv c). 


CLASA A VIII-A 


REZOLVĂRILE ȘI REZULTATELE PROBLEMELOR 
PENTRU CLASA A VIII-A 


VIII.A.L. 
a) A=(— 3; 6), B=[—5; 2), A\B=[2; 6). 
b) (A \ B)N N = {2, 3, 4, 5}. 


VIILA.2. Vom afla întîi valorile lui x E€ Z pentru care E(x) € Z şi apoi 


alegem dintre ele pe acelea pentru care E(x) < 0. 


Avem o e ete la 
x— 4 x— 4 


E(x) este întreg dacă 


divide pe 7. 
Deci : 
x— 4 =], de unde : xr = 5 
xr — 4 = —], I=3 
t—4=7, x= 11 
r — 4 = —7, r=— 3 


Înlocuind în E(x), obținem : 
EG) = E3) g 
(5 — 4) 
E(3) = — 6 
EU1)=2 
E(— 3) =0 
De aici deducem că z € (—3, 3). 


este întreg, adică atunci cînd x — 4 
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VIII.A.3. Deoarece x?+ 7 > 0, oricare ar fi x € R, atunci z H >0 
1 — 


dacă 3x — 4 > 0. Deci, r <0 dacă 2x — 6 < 0. Sistemul de ine- 
T —— 
cuații dat este echivalent cu sistemul de inecuații 
| 3x—4 >0 
| 2r—6 <0 


Soluţia sistemului va fi 
4 4 4 \ 
xe | T Ja | ; J | 


A = (— 2; 2) și B=(— cc, —1) -5 æ). 


VIII.A.4. Avem 


AUB=|(- e 4 ape + e) oz: 2) =(— æ -kFo)=R 
Și ANB=|-e a a +e )|n 


e s OE pe EO E OS 
N(—2:2)=(—2; DU 2) 


ad 


VIIL.A.5. a) Soluţiile pentru cele două inecuații sînt zef—ı f 5) i 
respectiv x E€ (— 2; 3). 


b) anB=(—1; -n (2; 3) = (—1; 3). 


auUB=|—1; PUS 3=|—2; a 
2 2 


BN Z=(—2; 3N Z={—1;0;1; 2. 


ANN=[—1; $]AN={0; 1; 2; 3; 4) 


c) 3 € A înseamnă 3 e[—ı ; a , propoziție adevărată. 


[1; 2] c A N B înseamnă [1 ; 2] C (— 1; 3), propoziție 
adevărată. 
2, 5(39)EB|A înseamnă 2,53939... €(—2; — 1], pro- 
poziție falsă. 
(2, 2) € AXB înseamnă 2€ A și 2€ B, propoziție adevărată. 
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Ca 0 PRR SRR AR ali sau 
3n 4-7 1 000 8 


şi, cum numitorii sînt pozitivi (n € N), rezultă 8000n + 


VIII.A.6. a) Prima inecuaţie devine 
n n+2 2 < 1008 
8n 4+- "7 8000 

+ 16000 < 8064n -+ 7056, n > 


9 şi n natural, de unde n > 140. 


A doua inecuație se transformă asemănător şi dă n > 0, deci soluția 
sistemului este {n EN|n > 140). 
b) Cum 19865 >:140, conform punctului a), avem 


ee E < E(19865) — SSE E , sau încă 
1000 8 1000 
0,124 s= a < E(1986) << pe = 0,126, 
8 1000 1000 
de unde E(1986) = 0,12..., primele două zecimale fiind exacte. 


CAPITOLUL II 


FUNCŢII 
VIII.A.?. 
a) m = 3, atunci f(x) —0; graficul este axa Ox. 
b) m = 0, atunci f(x) = — 3x + 3. 


Tabelul de valori este 


x 0 1 
Www! 3 0 


cu graficul 


8/40) 
0 


Fig. VIII. A.T.b. 


c) m = 2, atunci f(x) = 3x + 1. 
Tabelul de valori este : 


X 0 4 


Mi 1 4 


cu graficul 


Fig. VIII.A.7.c. 


d) m == atunci f(x) ==, funcție constantă; graficul paralel cu Oz. 


d 


VIII.A.3. Avem tabelul de valori 


x 0 Z 
Wa) 2 2 


Graficul apare în figură. 


NIA 


sà- C A2) 


8/20) 


Fig: VIII.A:8. 
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De observat că funcția putea fi pusă și sub o unică expresie, 
f(z) = | x — 2 |. 
VIII.A.9. a) Deoarece 2 4 = 1 ¢ (1; 7], rezultă că A nu se află pe gra- 
ficul funcției f. : 

Deoarece xa = 1 € [— 10 ; 2) şi g(x = g(1) = — 1 + 3 = 2 = y4, 
rezultă că A se află pe graficul funcției g. i 

b) În primul rînd, avem condiția z€(1; 7) A [— 10; 2 =(1; 2). 


Construim acum tabelul de variație al expresiei J ou zER: 


g(x) 
0 iau =q 3 +02 
XI = 0 ep ob heh e pp »p 
+3 l+ + + ++ 0 = — — — — — 


xtłt|— — — 0 4 H- =- 


Deci x € [— 1 ; 3), de unde, ținînd cont și de condiția pusă mai 
sus, obținem soluția inecuației : x E€ [— 1 ; 3) A (1; 2]=(; 2). 


VIII.A.10. 


Pentru M(x, y) E€ AB avem MiMi = MB gs OB — MM 


AO OB ` OB 
_ T sau încă y= — x+ 3. (M', este proiecția lui M pe Oz). 


, deci 


N 

Analog, pentru M(x, y) E BC, obţinem y=x— 3 şi, deci, funcţia 
căutată va fi f:[0; 6]—R, 
| —x + 3, dacă 0<z< 3 
| xr— 3, dacă 3 <x <6 ` 

De observat că funcția se poate pune sub forma f(x) = ]|x— 3 |. 

b) Avem, evident, AB = BC = 3/2 și AC=6. Înălţimea A ABC 
fiind BB’ = 3, avem Sagc= AC = 6: z = 9. 


VII.A.11. a) Rezolvăm sistemul: 
olt aa 14 


cu necunoscutele f şi g şi z privit ca părametru. Se obţine f = 2x + 2 
şi g = —2x + 10. Deci, f(x + 1) = 2x + 2 şi, înlocuind pe x prin x — 1, 
obținem f(x) = 2(x — 1) + 2= 2x. Din g(x — 2) = 2r + 10, înlocuind 


f(x) = 
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x prin x+1, obținem g(x) = — 2(x + 1) + 10 = — 2x + 8. În con- 
cluzie, f(x) = 2x şi glx) = — 2x + 8. 

b) Avem f(0)=0 şi f(1) = 2, g(0) = 8, g(1) = 6. 

Reprezentarea grafică este imediată. 

Fie M(x, y) punctul de intersecție al celor două grafice. Coordona- 
tele lui M vor verifica ecuațiile ambelor drepte, deci vor fi soluțiile 
sistemului : 


[y = 2x 
ly=2z4+8 
Se obține zu =—2 şi ym = 4. 


VIII.A.12. a) Pentru ca M(4, — 5) să aparţină graficului trebuie ca 
f(4) = — 5, adică — 8 + m = — 5, m = 3. 


G dacă x €E€(— o, 1 
b) = d a ] 

| — 2x + 3, dacă x€ (1, o) 
Întocmim tabelul de valori 


Graficul este : 


Fig. VIIL.A.12. 


c) Ținind cont că se cer valorile lui x pentru care funcția este 


negativă, deci pentru care graficul ei este situat sub axa Or, „deducem 
că f(x) <0 cînd x€ (— o, ou +a]. 


aoli 


(S 


VIII.A.13. a) Rezolvăm sistemul 


dd d 
y=—Vz+1 
Avem, succesiv : 
| y= V3z+ 1 
| Vaz +1 =—V3r +1 
piei 

x=—0 

= 0 

ae 


Notînd cu A punctul de intersecție, avem A(0, 1). 


b) Reprezentăm grafic cele două funcţii, în același sistem de axe, 
aflind intersecţia graficelor cu axa Oz; punctul A(0, 1) reprezentată 
intersecția cu Oy. 


Fig. VIIL.A.13. 


~ 
Unghiul cerut este BAC. 


În A ABC avem (OB) = (OC) şi AOL BC, deci A ABC isoscel (AO — 
mediană și înălțime). 
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AO RE = 
În A ABO, m(0) = 90°, avem tgB = tgB = 3, adică m(B) = 


= 60%. A ABC isoscel, cu mB) = 60°, implică A ABC. echilateral, deci 
m(BAČ) = 60°. 

VIII.A.14. a) Calculăm : f(x) — f(x2) ; axı + b — ax, — b = axı — ax, = 
= a(x; — T2) şi, cum a Æ 0 şi xı Æ Tə, adică x; — of 0, rezultă că f(x) — 
— f(x) Æ 0, deci f(x) =£ f(x. 

fix) + fx) __ ax H barı: +b _ alzi + x») -+ 2b 


o — a l — 
T  ———_————————— 


2 2 2 
„atapos[24e) 


b) 


c) f(x — 1) + 2f(z + 2) = [a(x — 1) + b] + 2la(z + 2) + b] = ax — 
— a- b+ 2ax + 4a + 2b = 3ax + 3a + 3b = 3(ax + a + b) = 
= 3la(z + 1)+ b] = 3f(x + 1). 
VIIL.A.15. Pentru x = 2 se obține f(1) = — 2 — f(1), de unde f(1) = — 1 


și, deci, f(x — 1) = 3x — 7, relație valabilă pentru orice x real. 


Luînd x+ 1 în loc de x, se obține f(x + 1 — 1) = 3(x + 1) — 7, sau 
încă f(x) = 3x — 4. Rămîne de verificat dacă punctele A, B, C, D sînt pe 
graficul lui f, adică ya = f{x4) etc. 


Din f(0) = — 4, f(5)= 11, f(3)—5, şi f(10)= 26. rezultă că doar 
A şi D aparțin graficului funcției f. 
VIII.A.16. Luăm x=3 şi obținem f(2) = — 9 — 5 — f(2) sau 2f(2) = 
= — 14 adică f(2) = — 7 (1). 

Luăm x= 1 şi ţinem cont de (1); vom avea f(0) = —3— 5+ 7, 
sau f(0) = — 1. 

Rezolvăm sistemul 

| O = —7 

f0) =— 1 

echivalent cu” 

| 2a+b=—7 

| b=—1 
unde a și b sînt numere EAE cu f(x) = ax + b. 

Rezultă a= — 3 şi b= —1, adică funcţia f(x) = — 3x — 1. 


VIII.A.17. a) Notăm x— 4= y, de unde x= y+ 4-şi avem f(y) = 
= a(y + 4); 


“ Cum “sîntem obișnuiți cu văriabila T, voii 'schimba „pe y cu x şi, 
deci f(x) = ax + 4a. 
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b) Din PE Gz, avem f(l) = 4 


9. z= 

, Sau attam tt , cu solu- 
ţia a = — 1. 
c) Se obține x€ (= O, — z) ; 


VIII.A.18. Punctul A, de intersecție al dreptelor date de ecuațiile x + 
+y=1 şi x+ ky = 3, se află rezolvînd sistemul format din cele două 
ecuații. 


(a aie A eleri (=) Piiri 


2 
-L ky = 3 — xt — ky = — 3 = 
| x- ky x — ky PE 
Obținem 
înca fit male) Stil IP rai 
o 2 el 
2 sau _ N 
1S pi di PT 
iati A [ES ea | i 
\k—1 k—l1 
a a a Duta TEE k— 3 2 l 
A€CGy dacă și numai dacă f PE = ———. Avem, succesiv: 
k— 1 (k — 1) 
k— 3 2 
—k 2 = —— 
ka k— 1 
— k? + 3k + 2k — 2 = 2; 
— k? -+ 5k — 4 = 


k? — 5k + 4 = 0. 

Obţinem k= 1 (nu convine) și k = 4. 
VIII.A.19. a) Știm că A(xo, vo aparţine graficului unei funcții f dacă 
f(xo) = yo. i 

Vom avea, deci: f(1)=0.și f(2) = 0. 

Dar f(1) = 2a — 2, iar f(2)=—4+b, 

Deauceră că 2a — 220, adică a= I şi —4+b=0, adică b=ă. 

b) Funcţia este: 

fa) = f 2x — 2, pentru x < 1 


| — 2x + 4, pentru x > 1 
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Graficul este cel din figură. 


Fig. VIIL.A.19. 


c) Pentru x < 1, f(x) = 2r — 2 este negativă sau zero, deci a = 1 ; 
pentru x > 1, luăm b =Q şi, deci, f(x) = — 2x, care este negativă. 


Putem lua, de asemenea, a = 2 şi b=1. 


În general : 

Pentru x > 1, înmulţind cu — 2 ambii membri și, apoi, adunînd, 
ambii membri, găsim — 2x4+-b< — 2-4 b. Funcţia fiind negativă. 
trebuie ca membrul drept să fie mai mic sau egal cu zero, deci — 2 + 
+b < 0, adică b < 2, deci b E€ (— œ, 2]. 

Pentru x < 1, înmulțind în ambii membri cu 2a și scăzînd, apoi, pe 
2 din ambii membri, avem 2ax — 2 < 2a — 2 (a fiind pozitiv, în celelalte 
cazuri nu convine). În ultima inegalitate membrul drept trebuie să fie 
şi el negativ sau zero, deci 2a — 2 < 0 sau a < 1, deci a € (0, 1].. 

Din intervalele găsite pentru a și b putem lua orice valori dorim. 


xz— 2, dacă xr—2>1—r 
l—z, dacă x—2 <1 —r 
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sau, echivalent : 


| l—xX, dacă z <> 

f(x) = 3 
i | x— 2, dacă zr zii 

Reprezentarea grafică este imediată. 


VIII.A.21. 
a) Tabelul de valori este: 


X 
IO] | 
Tinînd cont că f este liniară pe intervalele (0 ; 2) şi [2 ; -+ co), obţi- 
nem graficul | 


Fig. VIILA21. 


b) f(— 2) =— 4, FD) =0, 14) =12, | fa] =} 
si, deci, — 5) +009 — 2j) (Sar (1) 


N 


=—4 +1 = 3. 


2 
2: 
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VIII.A.22. Fie xı, xə» x} numere întregi. Evident, printre ele-:există cel 
puţin două de aceeași paritate, fie ele x, şi x2. Avem atunci: f(x) — 
— f(x) = (3zi —1)— (Bx —1) = 3(xı — xı) (za + T2), şi cum £y. Xz au 
aceeași paritate, rezultă că zy — T şi xı + x sînt pare, deci f(x,) — f(x) 
este multiplu de 3.2.2 = 12. 


VIII.A.23.  Reprezentăm într-un sistem de axe punctele A, B, Č A func- 
ţia căutată are două forme una, pe [1, 2,), cealaltă, pe [2, 3] ; fiind'vorba 
de segmente, aceste forme sînt liniare. 


Pentru x€ [1, 2), avem fia) = = ax +b. 
Pentru z € [2, 3), avem ft) = ma + n. 
Condițiile ca A și B să aparțină Gratiuliai lui f, conduc la sistemul : 


[î)=1 câtă | ʻa- b= 1 i a= 1 


cu soluția : 


l= 2 | 2a + b= 2 b= 0 

Întrucît B și C aparțin graficului lui fọ, deducem m = 1 şi n = 4. 
În concluzie, vom avea f [1, 3)]> R, 

dacă x€ [1, 2) 


I= | EAT dacă x€ [2, 3! 


CAPITOLUL III 


POLINOAME. FRACTII RATIONALE 

VIII.A.24. a) 

P(2) = 20 — 2.29 + 28 — 2. 27 i4 26 — 2. 25 + 21 — 3.234 

+22 — 2.2 +1 =20— A apa 4 

+H 24 — 24 4 92 — 2+1=1.; | 

b) 

S gl sii e e A 12-114 +... — 

— 12.11? + 12-11 —1= =11&{] — 12) + 12: 115 — 

— 12.114 +... — 12-1124 12:11 — 1 = 


= — 116 4 12.115 — 12114-4... — 12-1141211 — 1 = 
= 1115(— 11 +12) — 12-114“ +... — 12.1124 12-11 — 1 = 
= 115 — 12-11 +... — 12-1124 12-11 — 1 =... = 10. 
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VIII.A.25. 


Elx) = 2 + ax? + x? + ax + bx +b +1 = 
= t -+ ax? + br + x? + ax +b +1 = 

= a + as + b) + (1? + at F b)+ 1 = 
= (+ ar +b) (+1) +1. 

Dèoarece x? + ax -+ b = 0, rezultă E(x) =1. 


VIILA.26. Avem 


a ARIE A i aie a 


deoarece pătratul unui număr real este nenegativ. Acum, prima inega- 
litate şi a doua se reduc la xy < 1, care este deja demonstrată. 


Într-adevăr rp y 2 = (r4 y) — ry —2= 
= 4 — dry — 2 = 2 — 21y = 21 — qy). Deci, x? + y? 25 0, adică 
x? +y > 2. Analog: X+ yt — 2 = (x + y) (22 = zy + Y) — 2 = 
= 2[(z + y} — 3ry] — 2 = 4 — 3xyj — 1 = 3 — 3xy = 3(1 — xy). 


1 
Deci, 13 ~- y? — 2 > 0, adică 3T + y? > 2. 


VIILA.27. 

b) Suma din enunț se mai poate saie (x y)" —(x — y)" + 
-+ (a — b} — (a — b} = 0. Y 
VIII. A. 28. Numărul 13, scris ca diferență de pătrate este: 13 = r? — 
—y" sau 13 = (x — y) (x+ y). Cum unica descompunere a lui 13 este 
1-13, deducem: 


z+y= 

IT—y=l 

cu soluția x =7 și y =$ 
Deci, 13 = 7? — @”. 
Analog obținem : 31 = 16? — 152. 
Generalizare ;: Dacă. p € N este impar, atunci: 


_ (pik (pt 
pe 3 n 


Se demonstrează (1).: 
Din p=a22—g2, deducem p = (x — Y) (2 + y). Considerăm situaţia 
(care nu este unică): 


| rz+y=p 
| z—y=1, r) 


cu soluția x = 
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Deci, p= (222) e 


i =152 
Să calculăm suma S, pornind de la p= (2+) — (2 


— 
N 
N 


| 
FIN 
| 
R 


deoarece toți termenii sumei sînt numere impare. Avem : 
3 = 2? — 1?, 5 = 32? — 2?, .. . , 1985 = 993? — 992? ; 1 +3 + 5+... 
+ 1985 = 9932. 
VIII.A.29. E(X,Y,Z) = X? 4 X?Y — 2X?Z — 2XYZ + 2XZ + 
+ 2YZ — X — Y = XX + Y) — 2XZ(X + Y) + 
+22(X + Y) — (X + Y) = 
= (X 4+ Y) (X? — 2XZ + 2Z — 1) = 
= (X + Y) [(X? — 1) — (2XZ — 22Z)] = 
= (X + Y) (X — 1) (X + 1) — 2Z(X — 1] = 
= (X + Y) (X — 1) (X + 1 — 22). 
Pentru x = 1 obținem : E(, Y, 2 = (1 + Y) (0—1) 0 +1 — 22) = 
= 0, deci, în particular, E(1, 1, 1) = E(1, 2, 2) =... = E(1, 1986, 1986) = 0. 
VIII.A.30. Metoda I. 
(X +Y) (2 — XY +Y) + 
+ 3(X + Y) (XY + XZ + ZY + Z) + Z3 = 
= (X + Y) [X? + 2XY + Y? + 3(X + Y)Z + 37?) + 7? = 
= (X + Y) (X + YP + 3X + Y)Z + 32] + Z = 
= (X + YP + 3X + WZ + 38X + VZ + 2 = 
= [K(X +Y) + ZP = (X +Y +2). 
Metoda a Il-a. 
(XA+Y+Z = (XI Y+ZPAI+Y+2)= 
= (X? +4 Y? Z2+ 2XY + 232 + 272) (X +Y ++ 2) = 
= X3 + Y3 + 2 + 3(XY2 +H XZ2 + YX2 + 
+ Y2? + ZX? + ZY? + 2XY2Z) = 
=X + 7734 Z + [XY + Z + 2Y2) + 
ZY(Z + Y) + XXY + 2) = 
=X? + Y? + Z? + 3Y + Z) [XY + Z) + ZY + XJ = 
= X? + Y? + Z + 3(Y + Z) (XY + XZ -+ ZY + X2) = 
= X3 -+ Y3 + Z+ 3(Y + 2) (X +(X 4+ Y). În concluzie : 
KX HYH 234 34 + YO +2)(2+Y)= (X +Y +H z. 


VIII.A.231. a) 
P(X, Y, Z) = Xí 4 Yt 4 ZA — 2X2y2 — 2yY2Z2 — 2X2Z2 — 
= (X' -+ Y^ + Zi — 2X2Y2 — 2X22? + 2Y2Z3 — 4Y222 = 
= (X? — Y? — ZY — 4Y ?2? — 
= (X2? — Y? — Z? + 2Y 2) (X? — Y? — Z? — 2Y Z) = 
= [X? — (Y — Z)?}) [X? — (Y + 27 = 
=(X—Y +2 (X +Y— 2 (X—Y— Z2 (X -+Y +2). 
b) Metoda I. Pentru a calcula valoarea numerică a polinomului 


este convenabil să îl punem într-o altă formă, astfel încît să apară în 
expresia sa cele trei sume cu valorile cunoscute din enunț. 


P(X, Y, D = (X? + Y? +4 222 — 4(X2Y2 + Y222 -+ 2?X)) = 

= [(X -H Y + Z} — (xY + YZ + ZX —. 

— A[(XY -H YZ + ZX} — 2(XY2Z + XYZ 4- XYZ] = 

= (X +Y + Z — 4X + Y + ZXY + YZ + ZX) + 

-FAXY + YZ -H ZX} — 4XY + YZ + ZX} + 

H8XYZ(X +Y -+ 2) = (X + Y+ 2 (X +Y +w — 

—4(X + Y -H 2) (XY + YZ + ZX) + 8XYZ] 

Obiinem (— 9) [(— 9? 9-4 =) + 8-4] = 

== (— 9) (— 729 — 16 + 32) = 6417. 

Metoda a Il-a. 

Pentru calcularea valorii numerice a polinomului se poate pleca 
de la descompunerea acestuia în factori ireductibili 

PIX, Y, D = (X —Y +2) 34+Y—2Z)(X—Y—Z)(X4+Y +2). 

Tinem cont că 


x -pz = — y — 9 
x -|- y = — z— 9 
—y—z=xr+9 
x-Fy+z=—9 
Deci 


P = (— 2y — 9) (— 2z — 9) (2x + 9) (— 9) = 

== — 9(2y + 9) (2z +9) (2z + 9) = 

= — Y(4yz + 18y -+ 18z + 81) (2x + 9) = 

= — 9[8xyz -+ 36(xy + yz) + 162(x + y + z) -+ 729] = 
= — 9(32 — 16 — 1458 + 729) = 6417. 


VIII.A.22...: a). 
P(X) = X(X? + 6X2 + 11X + 6) = 
= X(X? + 2X? + 4X? + 8X + 3X + 6) = 
= XXI + 2) + 4X(X + 2 + 3X + 2) = 
= X(X + 2) (X2 + 4X + 3) = X(X -+ 2) (X? + X + 3X + 3) = 
= X(X + 2) [X(X + 1) + 38X + 1) = X(X + 1) (X +2) (X +3). 
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b) P(a) =a(a + 1)(a + 2)(a + 3), pentru orice a întreg. P(a) se divide 
cu 24, dacă P(a) se divide cu 3 şi cu 8 = 25. Cum a, a+4-1, a+ 2 sînt 
întregi consecutive, produsul lor se divide cu 3, deci P(a)'se divide cu 3. 


Pentru a = 2k (par), avem 
P(2k) = 2k(2k A- 1)(2k + 2)(2k + 3) = 2k(2k + 1)2(k + 1)(2k + 3). 


În P(2k) apare de două ori factorul. 2, deci P(2k) se divide cu 22, 
iar k și k+ 1 sînt consecutive, deci produsul lor se divide cu 2; În con- 
cluzie P(2k) este divizibil cu 2: 


Pentru a—2k-4+1 avem 


P(2k + 1) = (2k + 1X(2k + 2)(2k + 3)(2k + 4) = 

= (2k + 1)2(k + 1)(2k + 3)2(k + 2) şi din nou factorul 2 àpare de 
două ori iar k+ 1 și k+ 2 sînt consecutive. 

Deci, şi în acest caz, P(2k + 1) se divide cu 2’. 

În concluzie P(a) este divizibil cu 25. 

Deducem că P(a) este divizibil cu Z4. 


VIII.A.33. Condiţia ca cel mai mic multiplu comnu al celor două poli- 
noame să fie produsul lor este echivalentă cu condiţia ca cel'thai mare 
divizor comun să fie 1,.adică polinoamele să fie prime între ele (fără 
factori comuni). | 

Cum P(X) = X? ! 2X? — X —2 = X(X? — 1) + (X? —1) = (X + 
+2XX?—1)=X + (X + 1)(X — 1), aceasta revine la a spune că Q(X) 
să nu aibă rădăcini valorile — 2, — 1 şi 1, adică 


Q(— 2) =— 8 +4+8+a=a+ 40 
Q—1)=—1 +14 4+a=a+4A0 
Q1) =1 +1 — 4 -+a =a — 20, 
adică a E R \ {— 4; 2}. 


VIII.A.34. Relaţia este echivalentă cu: [(25)]2 + [(222)]2 — 2.92 4130 
sau [(2n — 222)]2 > 0, ceea ce este evident. | 


VIII.A.35. Desfăcînd parantezele şi grupînd convenabil termenii, obţinem 
echivalenta relaţiei din enunţ sub forma : 


(b — a)(c — b)(c—a) = 0 


Cum cel puțin una din paranteze trebuie să fie egală cu zero, 
rezultă că triunghiul este isoscel. 


VIIL.A.36. Din È 4 £ : Dup E n en 
Cc a 


a?b — ab? +- ac? — a?c — bc + b?e = 0, de unde avem;:succesiv 
ab(a — b) + ca — b) — c(a? — b?) = 0 

(a — b)[ab + è — c(a + b)] = 0 

(a — b)(ab + c2— ac — be). = 0 

(a—:b)[a(b — c) — c(b — c)] = 0 


(a — b)(b — c)(a — c) = 0, 

Deci, a — b = 0, sau b — c = 0, sau a — c = 9. 

În concluzie, a = b; sau b = c, sau c = a, eventual chiar a = b = c, 
cu condiția a, b, cÆ 0. 
VIII.A.37. Avem 

x8 -H xá — 2r? — 2x? — 2 ==, (x° — 22053 F 1) + (x4 — 2x? + 1) = 

= (x — 1} + (x1? — 1} şi, cum orice pătrat de număr real este 
nenegativ, rezultă că suma de pătrate obținută este mai mare sau egală 
cu 0 pentru orice x€ R. În plus, egalitatea cu zero are loc doar cînd 
ambele pătrate sînt, zero, adică x? — 1 = 0 şi x? — 1 = 0, ceea ce implică 
+=. 


VIH.A.38. Fiey=—2n+1,n EN. Avem 
y? — 25 = 4r? + dn + 1 — 25 = 4r? + dn — 24 = 
= 4(n2 + n — 6) = 4[n(n — 1) — 6]. 
Dar n(n + 1) este număr par, notat cu 2K pentru orice! k EN, deci 
(y? — 25)? = [4(2k — 6)]? = [8(k — 3)]2 = 64(k — 3). deci 64. divide 
(y? — 25). 
VIII.A.39. a) Eliminind 'parantezele, obținem succesiv : 
E(a, b) = 1000a? + 3- 100a?b Æ 100a? + 3-10ab? + 2- 10ab + b?4- b°. 
E(a, b) = (100) + 3(10a)b + 3(100)b2 + b? + (10a)? A- 2(10a) + b? 
E(a, b) = (10a + b)? + (10a + b}. E 
b) Folosind punctul a), putem scrie: 
E(a, b) = (10a + b)? > (10a + b}? sau încă 
E(a, b) = (10a + b)) (10a + b + 1).. 
Cum a, b sînt cifre avem E(a, b) = (ab)? (ab + 1). 
Pentru ca E(a, b) să fie pătrat perfect trebuie ca ab $- 1 să fie 
pătrat perfect. 
Pătrate perfecte de două cifre avem 16, 25, 36, 49, 64, 81. Dacă, 
ab + 1 = 16, adică ab = 15; avem a =], b = 5, adică perechea (1, ; 5). 
Analog, obținem perechile : (2, 4), (4, 8), (6, 3), (8, 0). 
= Putem considera și cazul. cînd ab + t= 100.; în acest caz, avem 
ab = 99, adică perechea (9, 9). 
VIIL.A.40. Avem 
473 + 535 = (47 + 53) (47? — 47:53 + 53) ==. Mo =-100k, ; 
483 + 523 — (48 + 52) (482 — 48 -52 + 522) = Mio = 100» ; 
493 + 513 = (49 + 51) (492.— 49.51 + 519:= Mio = 100ks; ; 


Deci, x = Mio = 100k și ultimele două cifre ale. numărului vor fi 
zerouri. | 
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b) Avem 
P(a) = a* — 3a? + a24+ 3a2— 9a + 3 = a2(a2 — 3a + 1) + 
+ 3(a2— 3a + 1) = (œ — 3a + 1) (æ + 3) = 0. 
VIII.A.41. Avem succesiv : 
E(x) = za — 1) — (a — 1) = (a — 1) (x — 1) (x* + 1) = 
= (x? — 1} (x? + 1? (xt + 1). 

x == 2k + 1 implică z? — 1 = (2k + 1} — 1 = 4k? + 4k = 4k(k -+ 1), 
care este divizibil cu 23. 

Deci, (x? — 1}? divizibil cu (23)2 = 25. 

x= 2k + 1 implică x? + 1 = (2k + 1} +1 = 4k? + 4k + 2, divizi- 
bil cu 2. 

Deci, (x? + 1) divizibil cu 22. 

=2k+1 implică x +1=(2k +1} -+1 =M -+1-+1= M, 
deci divizibil cu 2. 

În concluzie, E(x) se divide cu 26.27. 2 — 29 = 512. 
VIII.A.42. 

E = a? -+ 3a?b + a?b + 3ab? + b3 — b? + ab +- b? — b — a = 

= (a) 3a?b + 3ab? + b9) = (a?b — b?) + (ab + b> — (b + a) = 
= (a + b)? + b(a + b) (a — b) + b(a + b) — (a + b). 

Cum fiecare termen conține a + b, iar acesta se divide cu 7, rezultă 
că E se divide cu 7. 
VIII.A.43. Avem 

P = (2x? — x + 3) [2x22 — x + 3) + 6] + 12(x* — x + 3) + 8 = 
= (2x? — x + 3} 3032 — x + 3)2-2 + 32r? — x + 3) -22 -+ 2 = 
= [(2x2 — x + 3) -+ 2]5 = (2x? — x + 5. 


=- -Gh 


m E 


VIII.A.44. Pentru ca să avem (2X + 1)]| P(X) trebuie ca B(— > j= ; 


În plus, 
2x? — x -+5 = 2 


asá 


l i j 
Dar P| =) se scrie succesiv 


lare 


E | vai Asii 1 _1 Îi e ee aea 
=2 f5) -H (— 1) - Dai Di pu e deci soluția, 
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VIII.A.45. 
P(X) = X"-X — nX +n — X = X(X" — 1) —n(X — 1) = 
= X(X — 1) (X771 + X" -2 4... X +1) — X — 1) = 
= (X — 1) [X(x -14+ Xr -2 +... X41) — n]. 
Cum P(X) conține factorul X — 1, pentru a dovedi că se divide cu 
(X — 1) este suficient să arătăm că : 


C(X) = X(X" -14 Xr 24... X+1)—n este divizibil cu X — 1, 
adică C(1) = 0. 


Dar C(1)=1(1 +1 +...1+1)— n =n —n = 0. 
de n ori 
VIII.A.46. a) Avem: 
P(X) = Xš% X? — 1) — (X? — 1) = (X? — 1) (X5 — 1) = 
= (X— 1) (X +X +1) (X— 1) (X+ X++ += 
=(X— 1P (XX+) (X +X +++), 

deci este divizibil cu Q(X). 

b) ({x— 1}? > 0, pentru oricare x €R. 


+eti=|s+: = 


—— > a oricare ar fi xER. 
4 4 


Heta teti= e 7)? HCR > 
oricare ar fi xER. Deci P(x) > 0 pentru oricare xER și, evident, 
P”(x) > 0, oricare ar fi n E N*. 

VIII.A.47. a) Pentru n=2, P(X)=(X2? + X+1}— Xí iar Q(X) = 
X+1. Avem P(X)=[X(X +1) +1} — X‘ sau. 
P(X) = [X(Q(X)) + 1]? — X‘ = X?QY(X) + 2XQ(X) + 1 — X‘ = 
= Q(X) [X?Q(X) + 2X] + 1 — X‘ = Q(X) R(X) + 1 — X! = 
= Q(X) R(X) + (1 — X3 (1 + X3 = Q(X) R(X) — (X —1) (X +1) (1 + 
+ X3) = Q(X): R(X) — Q(X): (X — 1) (1 + X?) = Q(X) -S(2). 
b) Vom avea, analog : 
P(X) = [X(X" -1 4 X" -24 ... +1) +4 1} — X7” = 
= [XQ(X) + 1)? — X” = Q(X) M(X) — (A — 1) = 
= Q(X): M(X) — (ăn — 1) (ăn + 1) = Q(X): M(X) — (X — 1) (X"+ 1)- 
-QX)= Q(X) MAX). 
VIII.A.48. Q(X) = PXX)—4P(X)+5— X, dar P(X) =X? — 3X + 2— 
— X +3 = R(X) — (X + 3). 
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Cu aceasta, 
QIX) = [R(X) — (X — 3)? — 4[R(X) — (X — 31 + 5 — X = 
= RX) — 2R(X) (X — 3) + (x — 3}? — 4R(X) + 4(X — 3) + 5 — X = 
= R(X) [R(X) — XX — 3) — 4] + X? — 6X + 9 + 4X — 12 + 5 — X = 
= R(X) [R(X) — 2(X — 3) — 4] + X? — 3X + 2 = 
= R(X) [R(X) — 2X + 2] + R(X) = R(X) [R(X) — 2X 4+ 2 + 1] = 
= R(X) [R(X) — 2X + 3], 
ceea ce arată că R(X) divide Q(X), mai mult, cîtul este R(X) — 2X + 3, 
adică X?— 5X + 5. 
VIII.A.49. Suma coeficienţilor unui polinom P(X) este P(1). Din Q(1) = ©, 
avem P(Q-(1)) = P(0). Dar P(0) = an. 
Deci suma coeficienţilor lui P(Q2(X)) este an. 


VIII.A.50. Din problemă avem că 
P(X) =(X—1) QX) +r; 
P(X) = (X — 2) Q(X) + r. 
Calculînd P(1) şi P(2) din cele două relații, obtinerii 
PU)=r; P(2) = Q(2) +r 
PU) = —Q"0) + r P(2) =-r. 
a) Primele două relaţii conduc la Q(1)= 9. deci P(1) + Q'(U)= 


=r-+O=r. 
b) Ultimele două relaţii conduc la Q(9)==-0. deci (X — 2) | Q(X). 


VIII.A.51. a) Pentru ca P(X) să fie divizibil cu (X — m) trebuie să avem 


P(m) = 0, adică m?— 2(m — 1) m + (m — 1): + p = 0, deci p=—l. 
Suma coeficienţilor egală cu 1 implică 1 — 2(m — 1) + (m — 1} + p= 1 
şi, ţinînd cont că p= — 1, rezultă m? — 4m -} 2 = 0, adică (m — 2} — 


—2=0, (m—2— 3) (m—2 -+ V2) =0, deci m=2+ V2 sau m = 
= 2—V2. 

b) Deoarece P(x) = x? — 2(m — 1) t + (m — 1} — 1 = [x — (m — 
— 1))2—1 şi deoarece un pătrat perfect este nenegativ, rezultă P(x) > 
> —1 pentru oricare x €R. Deci, P(x) <— 1 este falsă, oricare ar fi 
xrER şi P(x) > — 1 este adevărată, oricare ar fi rER. 


VIII.A.52. Suma coeficienţilor unui polinom este P(1). În cazul nostru 
avem P(1) = a(l —b)(—1)*72+1,-sumă care, pentru k par, devine: 
P(1) = — 2a — b + ab + 1, iar pentru k impar P(1) = 2a +- b — ab + 1. 
În ambele cazuri, P(1) trebuie să fie 0. Valorile lui a și b întregi 
pentru care:P(1) = 0, kEN, le obținem intersectind soluțiile întregi ale 
ecuațiilor : l 
— 2a — b+ ab 1=0 (1) 


Și 
2a + b —ab 4+ 1 =0. (2) 
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b—] 


Rezolvăm (1) a(b — 2) = b — 1, a= e 


b E€ Z, astfel ca a € Z. 

b—1 _b—2+1 
b—2 b=? l 
l i este întreg, adică b — 2 = + 1, de unde v=3 sau b ==]. 


și trebuie să găsim 


Avem a= =] -4 — care este întreg 


dacă 


Pentru b = 3, avem a= 2, iar b = 1, avem a= 0, deci perechile 
(2, 3) şi (0, 1). 

Rezolvînd asemănător ecuația 2a + b — ab + 1 = 0, obținem pere- 
chile (— 2, 1) (0, — 1), (2, 5) şi (4, 3). 

Cum în cele două mulțimi de soluții nu sînt elemente comune, re- 
zultă că suma coeficienţilor nu poate fi zero, pentru orice k EN. 


VIII.A.53. Efectuăm împărțirea primului polinom prin al doilea, punind 
condiția ca restul să fie nul. 


X^- 4aX3 + bX? +-4cX +da X? + 3aX? 4 3bX +c 
— X^ — 3a X? — 3bX? — cX X pa 
cX3 + 3bX2?+3cX +d 


— aX?’ — 3a? X? — 3abX — ac 
3(b — a2)X2-+ 3(c — ab)X + (d — ac) 
Din identificarea restului cu polinomul nul se obțin relațiile : 
b — a? = 0, c — ab = 0, d — ac = 0, de unde b = &@’, c = af, d = 
= ać și avem ‘i X? + 3aX24+ 3bX + c = 
= X3 + 3a X? + 3a? X + a = (X + a)? și 
Xi + 4aX? + 6bX? + 4cX + d = 
= (X3 + 3a X? + 3bX + o)(X + 0) = (X + aX + a) = (X + a), 
ceea ce demonstrează afirmațiile problemei. 


VIII.A.54. Din punctul a) rezultă P(1) = 3. Calculînd P(3) din b), obținem 
P(3) +.3P(3) = 4, de unde P(3) = 1. 

Scriem împărţirea cu rest ia lui P(X) la X?— 4X +3 =(X— 
— 1)(X — 3; P(X) = (X — 1X — 2030) + mX +n, unde restul, este 
mă n, de grad mai mic decît gradul împărțitorului, deci mai mic de- 
cît 2. Calculînd, pe rînd, P(1) şi P(3) din relația obținută, rezultă sistemul 


| P()=m-—+n 
P(3) = 3m + n 
cu soluția m = — 1 și n = 4; deei restul căutat este — X+ 4. 


VIII.A.55. Știm că restul împărţirii unui polinom P(X) la X—a este 
P(a). Avem, deci, 
P(3) =— 2 
P(— 1) = — 2 sau 

2.33—m:324+n:3—16——2 

2- (— 1} —m— 1} n—1D)—16=—2. 

Se obține sistemul 

— 9m + 3n = — 40 
| — m—n = 16 


i Di ca 
cu soluția m= ; = iar PX) = 20 a X — 16. 
Restul împărțirii la X — 1 este P(1) = i 


VIII.A.56. Prima condiţie se scrie P(1) = 3. Din a doua, pentru x=l, 
se obține 0-P(1)4+1-P(3)=—1, deci P(3)= 1. Scriem acum relaţia ce 
exprimă împărțirea cu rest a lui P(X) la X? — 4X -+ 3 = (X — 1X — 3), 
P(X) = (X — DX — 3X) + mX + n. 

Pentru x = 1 și x = 3 se obține sistemul: 

| m + n = P(1) = 3 

3m + n = P(3) = 1 
cu soluția m = — 1, n= 4, deci restul căutat este binomul — X + 4. 
VIII.A.57. Restul căutat este 
P(1985) = 1985ć — 1986 - 1985? + 1987 : 1985? — 1988 : 1985 + 1986. 
Pentru a calcula mai ușor acest rest luăm: a = 1984 şi avem: 
P(1985) = (a + 1)î — (a + 2)(a+ 1} + (a + 3)(a + 1)? — 
— (a + 4)\la + 1) + a + 2 = a? = 19842. 


b) Restul împărțirii lui P(X) +a la X — 1985 este restul împărțirii 
lui P(X) la 1985 adunat cu a. 
Deci, 1984? + a = 19862, de unde: 


a = 19862 — 1984? = (1986 — 1984)(1986 + 1984) = 2.3970 = 7940. 
VIII.A.58. Din condițiile problemei, P(— 2) = 53 și P(1) = 2. Scriem rela- 


ţia care exprimă împărțirea lui P(X) la Q(X) = (X — 2X — 1). 
P(X) = (X + 2X —1)-QX) +H mX +n. 


Din P(— 2) şi P(1) obținem : 
— 2m +- n = P(— 2) = 53 
| m -+ n = P(U)=2 


cu soluția m = — 17, n= 19. 
Deci, restul căutat este binomul — 17X + 19. 
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VIII.A.59. Aplicînd teorema împărţirii cu rest cu notaţiile R(X) = 
= 2X — 5 şi R(X) = 3X — 4, obținem : 


(1) grad S(X) = 2 

(2) P(X) = S(ă)-Cu(X) + R(X) 
(3) QAX) = S(X)-C(X) + R(X) 
Din ultimele două relații avem 
S(X) | P(X) — R(X) şi 

S(X) | Q(X) — RX) 


Calculînd diferențele din partea dreaptă a relațiilor de divizibili- 
tate de mai sus, obținem 


P(X) — R(X) = (X — 3X? — 2X + 5) și 
Q(X) — R(X) = (X — 2)\(X? — 2X + 5). 
Deci, S(X) = X2? — 2X + 5. 


VHI.A.60. Din teorema împărțirii polinoamelor avem 


P(X) = C(X) (32 + 2X — 15) + R(X) (1) 
0 < gr. R(X) < gr. (X2? + 2X — 15) (2) 
Din (2) avem R(X) =aX + b și (1) devine 

P(X) = C(X)- (X — 3X + 5) + (aX +- b) (1%) 


Cum restul împărțirii lui P(X) la X — 3 este 5, avem P(3)=5 și, 
analog, P(— 5) = — 11. 


În (1”) facem pe rînd x=3 și æ = — 5. Vom obţine sistemul: 
| 3a+b=5 
| — 5a +b =— 11 

cu soluția a = 2, b = — 1 


Deci restul cerut este 2X — 1. 


VIII.A.61. Din teorema împărțirii polinoamelor ştim că gradul restului 
este mai mare sau egal cu zero, dar mai mic decît gradul împărțitorului. 
Cum împărțitorul este X? — 5, avem cîtul și restul de forma: aX +b. 


Tot din teorema împărțirii avem : 

P(X) = (X? — 5)(aX + b) + aX + b 

Afectuînd calculele obținem : P(X) = aX? + bX? — 4aX — 4b. 

Calculăm P(k) + P(—k) şi obținem 2bk? — 8b. 

Din P(k) + P(— k) = 4k? — 16 pentru orice k E {— 2, 0, 2) şi 
P(k) + P(— k) = 2bk? — 8b, deducem : 2b = 4, 8b = 16, adică, b = 2, iar 
termenul liber al lui P(X) este — 4b, adică — 8. 
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VIII.A.62. a) Se poate efectua împărţirea celor două polinoame, dar se 
poate proceda și astfel : 


P(X) = mX“ — mX? + X? +4 X +1 = 
= mXAX9 — 1) + (X +X +1) = 
= mX4X5 — 1X + X +H D) HRH HHS 
= mă — XX+ X + (Xs+ X +1) + (2H X H 1) = 
=(X? + X + [mX XX — 1X6 + X3 + 1) +4 1). 
Se observă că (X? + X + 1) | P(X). 
Deci, restul împărțirii lui P(X) la (X? + X + 1) este 0. 
b) Avem încă din relația obținută 
P(3) = (3? + 3 + 1)[m: 32(3 — 1)(86 + 35 + 1) + 1] = Mss, 
pentru orice m € Z. 
VIII.A.63. 
P(X5) = (FA + (X32 + X5 + 1 = 
= X2 p X5 -+ X0 X5 1 = 
= XX5 + 1) + X5X5 + 1) + 1 = 
= (X5 + 1X5 + X9 +1 = 
= HIX + X+ XXH INXS + X5) +1 = 
=(X 4 X+ X+ X + DUX H IXS + X5) +1 = 
= (X + XH X HINAS X54 XH XSH 1. 
Deci, cîtul împărțirii este X16 -+ X15 -+ X6 + X5, iar restul, 1. 


VIII.A.64. Dacă polinomul P(X) are gradul trei şi se divide cu X24+ 
-+ X — 2, atunci cîtul este de gradul întîi și avem: 


P(X) = (aX + bX X? + X — 2) sau, 
P(X) = aX? 4+ (a + b)X? + (b — 2a)X — 2b. 
Împărțim P(X) la X? + 2X — 8 
aX3 + (a + b)X? + (b — 2a)X — 2b | X?4+2X—8 
= aX? — 20X? t 8aX | aX+(b—a) 
(b — a)X? + (b + 6a)X — 2b 
— (b — a) X? — (2b — 2a)X + 8b — 8a 


(8a — b)X + 6b — 8a 
Se obține sistemul 
| 8a — b = 22 
— 8a 4- 6b = — 12, cu soluția a = 3, b = 2, 
iar P(X) = 3X? + 5X? — 4X — 4. 
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VIII.A.65. a) Facem împărţirea cu schema lui Horner: 


hehe 
1lılılılı 1| 0 
Q(X) R 


Deci, cîtul căutat este Q(k) = Xk—1 -+ X2 + X34... +4 X ++1. 
b) Notînd, ca mai sus, polinomul X¥—1 + X1—2 4+... +X +1 1 =Q(X), 


avem 
P(X) = [XQ(X) + 1}? — X2 = 
= XX) + 3X2Q2(X) + 3XQ(Ă) + 1 + X% = 
= Q(X)[X?QX) + 3X?20(X) + 3X] — (X* — (+ 1) = 
= QA(D[XQRX) + 3X20(X) + 3X] — (X — IQXNX* + 1) = 
= Q(X)[X5Q2(X) + 3X?Q(X) + 3X — (X — (IE + 1)). 


Deci, Q(X) | P(X). 

c) Avem P(1)=(k4+ 1} —1 şi P(— 1)=— 1 pentru k impar și 
zero pentru k par. Obținem cazurile : 

Pentru k impar, P(1})}— P(— 1) = (k + 1)5, cub perfect. 

Pentru k par avem P(1)— P(—1)= (k+ 1} — 1, dar (k+ 1} > 
> (k+ 1) — 1 œ> k? (a doua inegalitate se verifică ușor pentru k> 0) 
şi cum între (k+ 1)? și k? nu există cuburi perfecte, în acest caz P(1) — 
— P(— 1) nu este cub perfect. 

În concluzie, P(1)— P(— 1) este cub perfect dacă și numai dacă 
k > 3 este număr impar. 


VIII.A.66. a) P(P(X)) = P2(3) —1 = (X2— 1} — 1 = Xí —2X2. 

b) Q(X) = aX + b ; Q(X) = aQ(X) + b = ala X + b) + b = 
= a@?X 4+ ab + b. Am obținut tot un polinom de gradul I. Vom arăta că, 
dacă M(X) și N(X) sînt polinoame de gradul I, atunci M(N(X)) are tot 
gradul I. 

Fie M(X) = aX + b şi N(X) = cX + d ; avem: M(N(X)) = aN(X) + 
+ b = a(cX + d) + b =acX + ad +b, adică un polinom de gradul I. Cu 
aceasta deducem că, ori de cîte ori am calcula Q(Q(X)), obținem un 
polinom de gradul I. 

c) R(X) = X + 1986. 


VIII.A.67. a) Aplicînd formula a?— b? = (a + b)(a — b), polinomul se 
scrie succesiv : 


Pm, n (X) = (MX +n + nX + m(mX + n —nă — m) = 
= [mX + 1) + (X + DJX — 1) — (X — Dl = 
= (X + (mA n(X — 1)(m — n). 
b) Dacă m — n = zx, în descompunerea anterioară avem factorul 
(x — 1)x(x + 1), adică produsul a trei numere întregi consecutive, care 
este divizibil cu 6. 
c) Cum diferența dintre primul și ultimul dintre cele trei numere 
întregi consecutive trebuie să fie 2, obținem (m + n) — (m — n) = 2, 
adică n =1 și cum x + 1 = (m —n)+ 1, avem xr =m — l1. 
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În concluzie 
P m. n (£) = (x + (a + 2x — 1)x = (x — 1)x(x + (cz + 2), 


deci produs de patru numere întregi consecutive, care este divizibil 
cu 24. Într-adevăr, produsul este evident divizibil cu 3 şi 4 pe baza 
proprietății cunoscute, folosită la punctul a). Printre cele 4 numere 
apar exact două pare, dintre care exact unul este multiplu de 4. În 
concluzie. produsul este divizibil cu 8 şi, fiind divizibil și cu 3, este 
multiplu de 24. 


VIII.A.68. a) X—a divide P(X) = X? — 5X +6, dar P(X) = 
= (X — 2)(X — 3); deducem că X —a Sa X — 2 şi atunci Q(X) = X — 3, 
sau X — a este X — 3 şi atunci Q(X) = X — 2. 
Deci, D(X) = X? IX O d 0 9 (K =, 
deci X — b este X — 3, sau D(X) = X? — 5X + 6 — X + 2 = 
= X? — 6X + 8(X — 2X — 4), deci X — b este x—2 sau X — 4. 


b) Smin = f(0) + (1) +... + fU986) = 
=(—1)+(—1) +... +(— 1) = — 1987, 
Smax = f(0) + FU) +... + f(1986) = 

= FDA 1) +... + G 1) = + 1987. 


Dacă f(0)f(1) .. . f(1986) =Æ 0 înseamnă că, (V ) n € {0, 1, 2,. 1986), 
f(n) =£ 0, adică funcţia nu ia valoarea zero. 


În suma S = f(0)+ f(1)4+ (1986) avem 1987 termeni. Pentru 
ca S = 0, trebuie să avem un număr egal de — 1 și + 1, lucru imposibil, 
deoarece avem un număr impar de termeni. 


VIII.A.69. a) Avem: 
P(X, Y) = (X? — YPX? + Y3) — 2XY (X? — Y2) — (X? — Y?) = 
= (X? — Y(X? + Y? — 2XY — 1) = (X — YX + Y(X — Y} — 1] = 
= (X — YX + YX —Y—1XX—Y +1). 


Deci, pentru P(X, Y) = 0, rezultă Y = X, sau Y = — X, sau Y = 
= X — 1l, sau Y =X +1 şi cum X €Q, am avea Y €Q, contradicție, 
de unde soluția problemei. 


b) Observăm că pentru x = 0, primul produs din expresie devine 
egal cu cel de-al doilea, factor cu factor, în aceeași ordine. Căutăm x 
pentru care primul produs să aibă chiar factorii de la al doilea, cu 
semne schimbate, în ordine inversă, deci X -4 1 = — 1985, X = — 1986. 


Cum numărul factorilor din fiecare produs este impar, avem: 
P(— 1986) = (— 1985)(— 1984)... (— 1) + (1)(2) . . . (1985) = 
— 1.2.3. .°-1985 + 1-2-3. -1985 = 0. 
Deci P(X) este divizibil cu (X -+ 1986), deci este reductibil. 
VIII.A.70. a) Notăm n? + 3n? + n =y şi avem 
N = yly +2) +158 + 2y +1 = (y +1. 
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Revenind, deducem 

N = (n + 3n + n + 19), deci pătrat perfect. 

b) Din analiza domeniilor de definiţie ale celor două funcţii este 
evident că A nu aparține graficului funcţiei f. Ca să aparțină graficului 
funcției g trebuie ca g(1) = 2. 

Cum g(1) = — 1 4+ 3=2, avem A€EGy. 

Inecuația are sens pentru acele valori pentru care se poate calcula 
şi f(x) şi g(x), adică pentru x € Df N Dg, unde Dy şi Dyg sînt domeniile 
de definiție ale lui f, respectiv g. Dy N D= (1, 7) N [— 10, 2J = (1, 2]. 
Rezolvăm inecuația prin semnul funcției de gradul I. 

Formăm tabelul 


9/14) 


Deducem că x € [— 1, 3), soluţie care trebuie intersectată cu [1, 2] 
de unde obţinem soluția finală {x€ [1, 2]. 
VIIL.A.71. Avem: 
3n+i.5n 4+ 3n.5n+2 + G.3n.5n te 3n.5n.(3 + 25 + 6) T 
T n.2. 3n- gnt gn gng gn  4n.3n.(24+34+ 12) 


__3n.5n.34 _3n.5n.2 5.2 ___5" 


 — 


O an.3n.7 qnegn an O22n-1 
VIII.A.72. Descompunem în factori numărătorul şi numitorul şi avem 
(n? — 2) (n — 3) 
(n? + 2) (n + 3) 

a) Dacă n = 2k, atunci n? = 4k? sau n? = 21, şi deci n? —2şi n? —- 2 
sînt multipli de 2, adică f este reductibilă. 

b) Dacă n=2k+1, atunci n—3 şi n4+3 sînt multipli de 2, 
deci f este reductibilă. 


VIII.A.73. a): 


fracţia f = 


XX2 + 8X —9) _ 2X? + 9X — (X +9) 


FX) = 42sx 6 X2} 6X—(X+6) 
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_ 2 —1) (+9) _2ă +9) Ă 
O= X h+ X+6 


b) F(x) = e = 2+ >: care este număr întreg dacă 
T L 


x -+ 6 divide pe 6. 

Cum divizorii lui 6 sînt +1, +2, +3, ES avem ecuațiile : 
x+6=1, r+6=—1, x+-6=2, x+ 6=— 2, z4+-6=3, z + 6= 
——3 r+ 6 = 6, x + 6 = — 6. 

De aici deducem x € {— 5, — 7, — 4, — 8, — 3, — 9, 9, — 12}. 


VIIL.A.74. a) 
FX) = X3 — 10X2 — X +10 _X(X?—1)— 10X? —1) 
2 — 9X — 10 (X +1XX — 10) 


= XF (X+ 1) (X — 10) 


b) Deoarece, pentru x E€ Z \ {— 1 ; 10) avem F(x) = x — 1 și x este 
de paritate contrară lui x — 1, rezultă afirmația cerută. 


VIIL.A.75. a): 
F(X) = Xí + 7X? A 9X? — 7X — 10 — Xí + 7X? -+ 9X? — 7X — 10 l 
X? 4 4X — 5 (X — 1)(X +5) 
Descompunerea numărătorului ne interesează numai dacă conține 


factorii X — 1 sau X + 5. Pentru aceasta trebuie să stabilim cu care din 
cele două binoame se divide numărătorul. Avem : 


4 3 Fo 
X! + 7X? +9% — 10 X3 + 8X? +17X +10. 
X — 1 
Pentru divizibilitatea cu X + 5 încercăm cu polinomul X3 + 8X? 
+17X + 10. Rezultă X2+ 3X + 2. 
po = EDA FIRI TIX) o caxa 
(X—1)(X +5) 
b) Pentru orice x E€ Z\{—5, 1}, F(x) = x? + 3x + 2 = (x + 1)X(x + 2). 


Cum x+ 1 şi x -+2 sînt numere întregi consecutive, iar produsul a două 
numere consecutive se divide cu 2, rezultă că F(x) = 2k, adică număr par. 


VIII.A.76. a) Pentru ca o fracție să existe, numitorul trebuie să fie 
diferit de zero. Vom afla valorile pentru care numitorii sînt zero. 

Avem, deci : 

T? — 3L + 3x — 1 = 0 sau (x — 1} = 0, deci x=1 ; 

x3 — x? —x + 1 = 0 sau za E sau (x — 1} (x + 
+ 1) = 0, deci x = 1 sau r =— l1; 

xí — 2r + 2x — 1 = 0 sau xf — 1 — 2x(x? — 1) = 0 ; 
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(x? — 1) (x? + 1) — 2z(x? — 1) =0 ; 
(x? — 1) (x1? + 1 — 21) = 0 ; 
(x? — 1) (z — 1} =0 ; 
(x — 1) (x-+1)=0, deci r=1 sau r= — 1; 
x = 0| din $, iar din x+ 4+ k, avem x? + 4r -4+ 4=0 sau 
x x 
(x + 2) = 0, adică x = — 2. 
Deducem că expresia nu există dacă x € {— 2, — 1, 0, 1}. 
b) Folosind descompunerile de la punctul a) avem : 
x?— 2x + 1 


xr xr L 


Oe DE FI OP Papa 
(x — 1} (x + 1) z 
_X+ar—l)—2—z1+%, 6(x — 1) _ 
(x — 15 (x+ 1) (xT 2) 
+2 —xr—2 6 [2( + 2) and C 2a aE) O: 


(z—1)(@+1) (+23  (@@—1) (+1) (app 
_6z+2(z—De+D__6_ 
(x —D(zFD)(z+2P r+2 


c) E are valori întregi dacă x -+ 2 divide pe 6; cum divizorii lui 6 
sînt +1, +2, +3, +6, avem x € {— 8, — 5, — 4, — 3, — 1, 0, 1, 4}. 


VIII.A.77. b) Avem relația (1): f(x — 2) = 3x — 5 — {(1). 

Punctul B(1, 3) aparține graficului funcției dacă F(1) = 3. 

În (1) facem x= 3 şi avem f(1) = 9 — 5 — Í(1), 2f(1) = 4, f(1) = 2, 
deci B nu aparține graficului lui f. 

Înlocuim în (1), f(1) = 2 avem (2): f(x — 2) = 3x — 7 ; A(0, 1) apar- 
ține graficului lui f dacă f(0) = — 1. 

În (2) facem x = — 2 și obținem f(0) = — 1, deci A aparține grafi- 
cului f. Pentru C(2, 5) trebuie să avem f(2) = 5. 

În (2) luăm x = 4 şi, deci, f(2) = 5 adică C aparține graficului lui f. 


VIII.A.78. a) Fracția se simplifică cu X — 1 dacă și numai dacă numă- 
rătorul și numitorul se divid cu X — 1. Din teorema lui Bézout, N(X) se 
divide cu X — 1 dacă și numai dacă N(1) = 0. Dar N(1) =1 + m? + (m + 
+1) + 4m +1 —3=m+5m=0, mMm +5)=0, m= 0, m = — 5. 

b) F(X) se simplifică cu x?— 1 (=) N(x) se divide cu x— 1 şi 
x -+ 1. Din a), N(x) se divide cu x — 1, de unde m = 0 sau m = — 5. Vom 
arăta. că pentru m = 0 sau m = — 5, N(x) nu se divide cu {x+ 1. 1) Pen- 
tru m=0, Næ) =xż+ x+ r—3; N(—1)=1 +1 — 1—3 = —2. 
2) Pentru m = — 5, N(x) = x4 + 25x — 4x? — 19x — 3 ; N(— 1) = 1 — 
— 25 — 4 4+ 19 — 3 = — 12. 
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acă F(X) se simplifică prin X2— 3X + 2, atunci și numă- 
Meer Moul sînt divizibile cu acesta. (X4 — 6X? + nX + mX — 
Ag) : (X2 — 3X +2) dă citul X?— 3X + (n—11) şi restul (m + 3n — 
zs 27)X + 14 — 2n. Acest rest va fi 0 dacă și numai dacă n = 7, m = 6. 
Numitorul, împărțit la xX?— 3X + 2, dă cîtul X — 3 şi restul (p — 11)X, 
de unde p = 11. Înlocuind m, n, p avem : 


Xi— 6X +X +6X—8_X+NX—I 


F(X) = — y3 6X2- 11X —6 X—3 
b) F(x) - al care trebuie să aparțină lui Z. Dar 
r — 
4 cl 4 
ztl 14, deci t CZ (=) —— €Z, adică x€ {— 1. 2, 
r— 3 r— 3 xr— 3 x— 3 
4, 5, 7}. Deci A = {— 1, 1, 2, 4, 5, 7}. 
1 
VIII.A.80. a) E(x) = ————— 
(z — 1x +1) 


b) Deoarece valorile lui E(x) se pot calcula pentru orice număr 
real, în afară de 1, vom avea: g:R\{—1, +1} — R, g(x)= 
1 


@—Iae++ 
VIII.A.81. a) Polinomul, avind coeficienții întregi, căutăm factori de 
forma (X — a) cu a divizor al termenului liber. Găsim a = 1, 3, 4 iar, în 
final, P(X) = (X — 1) (X — 3) (X — 4). 

b) Rădăcinile ecuației P(x) = 0 sînt 1, 3, 4. Deci A = {1, 3, 4). 


c) Avem r? — 4r -4+ 5 = xr? — 4r H441 = (x — 2) al pen- 
tru orice x ER. 


3x2 — 
d) E(x) = Ta e da i 3+ PR. BEIDRI deci putem lua m=3, 
x? — 4r +5 (x— 2) — 1 
n=4 şi p=1. 
e) Avem, conform punctului c), x? — 4x + 5 > 1, deci 
1 4 
———~— <|, de unde 3 + —————— <7, 
r? — 4r +5 Toc 
deci E(x) <7 pentru orice xER. În plus, IRI. AEA > 0, de unde 
rt — 4r +5 


E(x) > 3 pentru orice zER. În concluzie, E(x) € [3, 7], oricare ar fi x 
real. 
i 4 
f) Conform punctului d}, E(x)= 3 -+ ———. Din E(x) E Z 
ü (z— 2} +1 


avem : €Z. Deoarece (x — 2} -+1 este nenegativă, oricare 


a i see 
(z—2}+1 
ar fi x€ Z, atunci (x— 241 trebuie să fie divizor pozitiv al lui 4. 
Rezolvînd în N ecuațiile obținute, avem B = {1, 2, 3}. 
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(27% Va Va Vaza. 
| Vaal Vară 
Na Vara) Var Vaz 


| [2+3 =2+V3 Vo—Va=Va= T=1. 


VIII.A.83. Numărul 2V 3 este număr irațional. Pentru ca p să fie natural 
trebuie ca 2V3 să se reducă. De aici avem 3n + 6 = 12, sau n = 2 şi: 
(— 1)(3k + 1) = 1 echivalent cu l = 3k + 1, număr par; cum k€ (0,1, 
2, 3, 4, 5), avem, pentru k = 0, l=1 ; k=1, l=4 ; k=2,l=7; k=3, 
l= 10; k=4, l=13; k=5, l= 16. Avem, deci, perechile: (1, 2),. 
(3, 2), (5, 2). 

VIII.A.84. Întrucît 4— V15>0 şi V6 < V10, rezultă a> 0, b <0.. 
Calculînd pătratele numerelor date, obținem: a? = 4(4 — V15) şi b? = 
= 16 — 24-15 = 4(4 — 15), deci a? = b?, deci a = b, sau a = — b. Cum. 
a şi b au semne contrare, rămîne a = — b. 


VIII.A.85. Demonstrăm prin reducere la absurd. Să presupunem că: 
Va F =E, unde p, qEN, q0 şi să presupunem fracția -P-ireduc- 
q 


2 2 
tibilă. Prin ridicare la pătrat rezultă a? + b= E, unde P- este ireduc-- 
q~ q7 
tibilă, deci q = 1, a? + b? = p? ; dar a şi b sînt impare, rezultă p par 
şi am avea (Ms + 1)? + (M: + 1) = (Mo, deci 2 = M,, contradicţie. În 
concluzie, a24} b2€ Q în condițiile problemei. 


VIII.A.86. Deoarece 3k + 1|3k? + 2k— 3 și 3k + 1 | k(3k + 1) = 3k + 
+ k, rezultă 3k41 divide (3k? -+ 2k — 3) — k(3k +1)=k— 3. Dar 
atunci 3k + 1 | 3(k — 3), de unde 3k + 1 |10. De aici, k € {0, — 1, — 2, 3), 


celelalte valori neconvenind condiției k € Z. 
. 3K +2k—3 1 
O altă metodă considerăm fracția ie = k—+ mia 


PEE A Rezultă 3k + 1 divide pe 10, deci k E€ {— 2, — 1, 0, 3}. Ve- 
3(3k -+ 1) 


rificînd, se constată că pentru fiecare k din intervalul dat, 3k + 1 divide: 
3k? + 2k — 3. 
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"VIII.A.87. Notăm 1981 =a şi avem a(a + 1)Xa + 2)(a + 3) + 1 = a + 
+ 6a + 11a? + 6a + 1. Căutăm un divizor de gradul 2, P(a) =a? + 
— ka + 1, cu [P(a)]2 = aś + 6a? + 11a? + 6a + 1, adică at + 2ka3 + (k? + 
-L 2)a? + 2ka + 1 = ań + 6a? + 11a? + 6a + 1. Putem lua k= 3 şi avem 
a(a A 1)(a4+ (a + 3) + 1 = (a 4+ 3a +1}. Luînd a= 1981, obținem 
“un pătrat perfect. 


“VIII.A.88. Avem, succesiv: 
A = 5m+1.9n+2 | 3n+2. gn+1 — 
= 257.27. 20 + 3”-4”.18 = 50” - (19 + 1) + 12”. (19 — 1) = 
= 19-507” + 19-12” + 50” — 12”. 19.50” + 19.12” + 
-+ (50 — 12)(50”—! + 502—2.12 + „ab 1251) = M19. 


“VIII.A.89. Numărul p se divide cu 5 dacă are ultima cifră 0 sau 5. 
“Ultima cifră a lui 1985” este 5, oricare ar fi n EN. Ultima cifră a lui 
1984” este 4, dacă n = 2k + 1 şi 6, dacă n = 2k. Vom avea, deci pentru 


-n = 2k, p=...5+...6+x£r=...1 +x. Cum ultima cifră trebuie să 
fie zero sau 5, deducem x = 4, sau x = 9. Pentru n = 2k + 1, p=...5 -4 
+...4+x=...9+zx; rezultă x= 1, sau x= 6. 


“VIII.A.90. Putem scrie: 
A = (29032 — 8031) — (4641 — 2611) = 
= M ems — M ce: = M; — M; = M; şi, apoi, 
A = (2903” — 464”) — (803” — 2611) = M (2a53--:61) — M 803—261) = 
= Ma — Man = Mau. 


Cum 7 şi 271 sînt prime între ele rezultă că A este multiplu de 
"7-271 = 1897, oricare ar fi nEN. 


“VIIL.A.91. Determinăm mulțimea A. 


cu nt Re mă e DIE IER deci Soia mic] € Z, dacă €Z, 
.x — 2 x — 2 xr — 2 x — 2 x— 2 

adică dacă xr — 2 = 1, x — 2 = — |1, r — 2 = 2, r — 2 = — ?, x— 2 = 4, 
-x — 2 = — 4, x — 2 = 8, x— 2 = — 8, cu soluțiile naturale aparținînd 


mulțimii A = {0, 1, 3, 4, 6, 10}. Asemănător avem B = {2, 3, 4, 5, 7, 13}, 
-deci a U B = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 13}, ANB = 3, 4} şi A\B = {0, 1, 
6, 10}. 


"VIII.A.92. Scoatem y din ecuație: y = — 1 +i y este număr natu- 
ral dacă x? divide pe 180. Cum 180 = 22.32.5, deducem că x?= 2?, sau 


„x? = 32, sau z? = 22:32, de unde x = 2, sau x = 3, sau x = 6. Cînd x = 2, 
y = 44, cînd x = 3, y = 19, cînd x = 6, y = 4. 
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VIII.A.93. Se impun condiţiile x0, x41, x=4— 1. Efectuăm ope- 
vaţii:c în membrul stîng. Din 
9r —1 xz+1l z(1—zx)— 2r EE 
x x — (1—x)(1 + zx) l 


se obține, succesiv 


9—1 ati U—aa-ta) o 
T x — xz +1) 


Simplificînd şi eliminînd numitorii se obține : 10x — x? = 0 (=) 
(=} x(10 — x) = 0, cu soluțiile x = 0 (nu convine) și x = 10. 


VIII.A.94. a) Punem condiția x+ 1 320, adică x Æ-— 1. Avem 5r? 
+ mx — 3m = (5x — 1) (x + 1), 5x? + mx — 3m = 5x? +- 4x — 1, (m — 
— 4)x = 3m — 1. Pentru m= 4 obținem 0-x=11, ecuație fără so- 


3m — Sai B 
Rămine de verificat 


luții. Pentru m 4 obținem soluția x = i 
m — 


dacă, pentru un m Æ 4, soluția m „cade“ peste valoarea interzisă 
m ex... 
3m—l 
x= — l]. Avem - 7 = — 1, 3m — 1 = — m+ 4, 4m=5, m= 
m me 


4 


5 5 oop 
= ra În concluzie, pentru m = 4 sau Lia esa ecuaţia nu are soluții, iar 


pentru mER \ la, CĂ ecuaţia are o unică soluţie, x =mi, 
m — 


3m — a = 11 
p rainl myn mDAN gyp 
m— 4 m— 4 m— 4 m— 4 
Cum z este întreg și m întreg, rezultă că m — 4 este un divizor al 
lui 11, adică m — 4 € {1, — 1, 11, — 11}. Se obțin valorile m = 5, care 
dă x = 14, m = 3, cu xt = — 8, m = 15, cu x = 4 și m = — T, cu t = 2. 
Deoarece — 8 ¢ N, m = 3 nu este soluție, deci m € (5, 15, — 7}. 
VIII.A.95. a) (m+ l)x—x=—n, z(m+1—1)=—n, m =n. 
Dacă m = n z- 0, ecuația admite ca soluție orice x E€ R. Dacă m = 0 =Æ n, 


; ; E ; —n 
ecuația nu are soluţii ; dacă m 3- 0, ecuaţia are o unică soluţie, x = —— 
m 
— 3)(2 3 1—: 13 
b) Ecuația se mai scrie (2z — MrT SEa 0, cu con- 
x(2x — 3) T 


dițiile x 40, x pa După simplificare, obținem succesiv : 3(2x + 3) — 
— 3(1 — x) — 13x = 0, 6x+9—34+3x—13x=—0, — 4r = — 6, r= 
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ua ȘI 3 
=}, deci ecuația nu are soluție [din condiția x s4 =) 


VIII.A.96. a2x—x=a03—1 (=) x? — 1) =a — 1. Dacă afl şi a 


— : 1 a+1ı 

Æ — 1, atunci x za (0 A o) tari D . Cum a € Z, trebuie gă- 
(a—1) (a+ 1) a41 

site valorile întregi ale lui a pentru care x este întreg. Avem a +1 =1 


sau a + 1 = — 1, de unde a = 0 sau a = — 2. În concluzie, ecuația admite 
soluții întregi în cazul a = 0 sau a = — 2, egale cu 1, respectiv, — 3. Pen- 
tru a = 1l, ecuația admite ca soluție orice număr întreg, pentru a = — 1 


ecuația nu are soluții. 


VIII.A.97. Folosind proprietatea că o sumă de pătrate de numere reale 
este nulă cînd toți termenii sînt nuli, obținem că ecuația este echiva- 
lentă cu sistemul x? + 2x + 1 = 0, x2? + 3r +2=0, 2+ 4r+3=0, 
.., x? + 1986x + 1985 = 0, a cărui unică soluție este x = — 1, unica 
rădăcină comună a ecuațiilor sistemului. În general, pentru P(X), 
P(X), ...,Pn(X) polinoame cu coeficienți reali neconstante, ecuația : 


Pi) +Pi@+ +P (@)=0, 
are soluție dacă și numai dacă polinoamele P(X), P(X), ..., Pa(X) au ră- 
dăcină comună. În acest caz, soluțiile ecuației sînt chiar rădăcinile comune 


ale acestor polinoame. 


VIII.A.98. Funcţia f este de forma f(x) = ax? + bx — c, a =Æ 0, a, b, cER. 


Din condiţiile problemei avem 0=f(l)=a+b+c,,_ —2= 
= f(— n=a—b +e ste Formînd sistemul : a + 
J s 
+b+c=0, a—b+e=—3 t+, se obțin soluțiile a = 

= — 3, b = 1, c = 2, deci f(x) = — 3r? + x + 2. 


VIII.A.99. Condițiile problemei sînt: f(a) =a(b+ c), f(b) = b(c + a), 
f(c) = c(a + b). Obţinem sistemul : ma? + na -+ p = a(b + c), mb? + nb + 
+ p = b(c + a), m? + ne + p = cla + b), cu necunoscutele m, n, p. Re- 
ducînd p între ecuațiile 1 şi 2 şi 1 și 3 rezultă, m(a + c) -r ”? = b, 
m(b + c)+ n=a, cu soluţiile m =— 1, n=a4+-b+c, p=0, deci 
f(z) =— x? + (a + b + cz. 


VIII.A.100. Din f(0) = 3, condiția a doua se retranscrie f(2) = 5 şi, deci, 
a treia devine f(5)= 23. Deoarece f este funcție de gradul al doilea, 
avem : f(x) = ax? + bx + c, a Æ 0, a, b, c E R. Obţinem sistemul: c = 3, 
4a 4- 2b + c = 5, 25a + 5b + c = 23, cu soluţiile a = 1, b = — 1, c = 3, 
deci funcția este f(x) = x? — x + 3. 
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VIIL.A.101. a) P(X)=—aă2+bX-+c; a, b, cER, a0. 


P(0) = 9 c=9 c=9 
| P(— 1) = 25 a— b+ c=25 a—b=16 
c=9 
(= | a -+ b = — 8, cu soluţia a = 4, b = — 12, c=9, 
2a = 8 


deci P(X) = 4X? — 12X + 9 = (2X — 3)? 
Q(X) = mă + nX +p ; m, n, p ER, m0. 


Q0) =— 3 p=— 3 
Din Q0) =—2 =) | m+n+p=—2, 
Q(—1)=0 m—n+p=0 
cu soluția m = 2, n = — 1, p = — 3, 


deci Q(X) = 2X? — X — 3 = (X + 1) (2X — 3). 
b) 1 (@+tV2r—3_1 


3 (2x — 3)? 2 
Condiţii (x+ 1) (2x — 3) 0 implică x 2—1 și e i 
; 2x — 3 1 
În aceste condiții putem simplifica prin 2x — 3 ; ai 7’ de 


unde 4x — 6 = 3x + 3, care conduce la x =9. 


VIII.A.102. Efectuăm împărțirea lui P(X) la X+ 1 prin schema lui 
Horner. 


a zi ale zi E. DO E Ole cl c 
—1| 1 | a—1 | b—a+1 |c—b+a—1ı 
P(x) R 


Cum P(X) este divizibil cu X + 1, rezultă c — b + a — 1 = 0. Cîtul 
împărțirii este P(X) = X? + (a — 1)X + (b —a + 1). Cu ultimele două 
condiții din enunț, formăm sistemul 


lipe pas 
1 +(a—1)+(b—a+1)=2 
4+ 2(a—1)+(b—a+1)=—1 
cu soluția a = — 5, b = 1, c =7. 
VIIIA.103. a) 
PO) _ PU) _ P) _ PO PUF P(2) Li si deci 


1 2 3 (14+2+ 3) 
| P(0)=1 
(1) 4 Pa)=2 
P(2) =3 


Presupunem că P(X) are gradul 2, deci forma P(X) = aX? + bX + c. 
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c=l 
Sistemul (1) devine: | a+b=l 
4a +- 2b =2 
cu soluția a = 0, b = 1, c = 1, ceea ce arată că P(X) nu are gradul 2. 
Presupunînd grad P(X)= 0, atunci, P(X)= c, dar P(0) £ P(1) 
=Æ P(2), contradicție. 
b) P(X) : Q(X) dă C(X) şi R(X) cu proprietățile 
P(X) = Q(X) CX) + R(X) (1) 
0 < gr. R(X). < gr. Q(X) (2) 
Din (2) =) R(X) = mX? + nX + P. Înlocuinăd în (1), P(X) = Q(X)- 
-C(X) + MX? + nX + p. Avem succesiv : 
P(0) = p |p=: 
P()=m+n+p (Oi m+n=l 
PQ)=m—+ 2n + p | 2m + n =2 


cu soluția : m = 0, n = — 1, p =1. 
Deci, R(X) = — X +1. 
VIII.A.104. a) 


(zryrz—B—p—2 = zh y H a e șa) a Ha = 
= [(@ +y +2) — x) (s +y +2? + (z +y ++ z+ a] — 

— (y +2) (Y? — yz + 23 = (y + 2) (2? + y? +2 + 2xy + 2xz + 2yz + 
+a? + zy + az + 29) — (y + 2) (92 — y2) = ly + 2) (322 + y? +- 
+2? + 32y + 32 + 2y2) — (y + 2) (Y — yz + 23 = (y + 2) (Bx? + 
+ 3y + 3xz + 392) = 3(y + 2) [x(x + y) + z(x + y)] = 


i = 3(x + y) (y T 2) (z + 2). 


(31 + 9) (y + 2) (z + 1) = (£ + y + 23 — (23 + y? + 23) = 27 = 3 = 24, 
de unde (x + y) (y + z) (z + x) = 8, sau încă, ținînd cont de prima ecua- 
ţie, (3 — x) (3 — y) (3 — z) = 8, cu x, y, zE Z. 

Considerînd descompunerile lui 8 în produse de cîte trei factori, 
avem : 


| A A sau Zo a 
| 3—y=3—z=]1l a AS 
Reținînd doar tripletele (x, y, z) care verifică toate ecuațiile 
sistemului, obținem soluțiile, : (1, 1, 1) şi (— 5, 4, 4), precum şi cele obti- 
nute prin permutările valorilor x, y, z, sistemul fiind simetric. 
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VIII.A.105. Înmulțim (1) cu 2 și obţinem: 2? -+ 2y? -+ 222? — 2ry — 

— 2yz + 2zx = 0, sau, încă, (x — y)? + (y — z2} + (x — z2} = 0, ceea ce 

conduce la x = y =Z. (3; 
Înlocuim (3) în (2) şi avem: 


pl = || x+r=2. 


y5+ 1 V5+ 1) 
 aV5 5—2V5+1i = 
Esi | (V5 + 1) +a & 
[Hets tD] stema, 
(V5 + 1 
5+2V5+1 Z 
siapa m 
xr+r=2. 
20 = 2, 
x=]. 


Deci, x = y = z = 1. 
VIII.A.106. Dacă c= 0, atunci, din prima ecuație avem, fie x = 0, de 
unde, cu a doua, b = 0, deci bz + cy = 0, contradicție, fie y = 0, de: 
unde, cu a treia, a = 0, deci az + cz = 0, contradicție. Analog se obține: 
şi pentru celelalte, deci a, b, c =£ 0, de unde zx, y, z Æ 0. 

Sistemul se rescrie, răsturnînd ecuațiile : 


(a, b_1 
ia y c 
a c 1 
\ etzo 
b 1 
asa 
Y z a 


Sumînd ecuațiile, se obține : 


a b,c 1/1 1 1 
t424) 
xı y 2\a b c 


Zz 


și, scăzînd de aici fiecare ecuație în parte, rezultă 


£ 2 a b c) y 2\a b c 
= 1—4) 
2\a b c 


În concluzie, sistemul are soluţie doar pentru a, b, c £0, anume: 


VIII.A.107. Din primele trei relații obținem  bcrx—abc=—1l, acy— 
.— abc = 1, abz — abc = 1. 

Înmulțind relațiile obținute cu, respectiv, 2, 3 şi 4 şi adunînd termen 
:cu termen, rezultă : 2bcx + 3acy + 4abz — 9abc = 9 şi, ţinind cont de 
ultima relaţie din problemă, obținem 18— 9abc = 9, de unde abc =1. 

Înlocuind în cele trei relații obținute mai sus, rezultă bcx = 2, 
acy = 2, abz = 2 şi înmulțindu-le cu, respectiv, a, b, c, cu abc = 1, găsim 
x = 2a, y = 2b, z = 2c deci ryz = 8abc = 8. 


VIII.A.108. Fie x şi y cele două numere, cu x > y. Relația din problemă 

este: x+ y + xy + xr—y Pa 450, care se mai scrie: 2xy + xry? + 
450 y 

(y + 1) 

Cum {x este natural, iar 450 = 2-32.52, obţinem y € (2, 4, 14). 

Perechile (x, y) de numere căutate vor fi (100 ; 2), (72 ; 4), (28 ; 14). 


+ x = 450y, sau x = 


VIII.A.109. Metoda I. 


Ecuația se scrie, succesiv : 


| aa? + 32+ 2) + A + x = 23, 
[22+ 1)\(x + 2) + A -+ x = 23. 


Dar xE Z şi x, x+ 1, x+ 2 sînt consecutive, deci produsul lor se 
divide cu 3 și deci 


ze + Deta Isa EE, 
Cu aceasta, ecuaţia devine: 
x(x + 1) aa, sau 


x? -+ 3x? + 5x — 69 = 0, cu soluţia întreagă x = 3. 
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Metoda a Il-a. 
Ecuația la care s-a ajuns se poate rezolva astfel 


I. 

x3 + 3x? + 5x — 69 = 0, care conduce la ecuația 

x(x? + 3x + 5) = 1-3-23. 

Pentru x = 1 nu convine. 

Pentru x = 3 obținem 

x? -+ 3x + 5 = 23. 

x? + 3z — 18 = 0. 

9 + 9 — 18 = 0, relație adevărată. 

II. 

Ecuația se mai scrie 

x3 — 3x? + 6x? — 18x + 23x — 69 = 0. 

x(x — 3) + 6x(x — 3) + 23(x — 3) = 0. 

(a — 3)(x2 + 6x + 23) = 0. 

xz — 3 = 0) =} T= 3. 

1? + 6x + 23 = 0 =) x ẸR. 
VIII.A.110. Incluziunea {b, c, d} C(— œ, 1] este echivalentă cu: b < 1, 
c<l,d<l. 

La fel, (a, ab, abc} C [1, œ) echivalentă cu : a > 1, ab > 1, abc > 1. 

Din a> 1 şi b < 1 avem: (a— 1) > 0 şi (b— 1)< 0, care implică 
(a — 1)(b—1) < 0, sau ab+ 1 < a+b, sau ab« a+- b—1 (1) 

Din ab > 1 şi c < 1, deducem: 

(ab — 1X{c—1)< 0 

abc +1 < ab+c, sau, ținînd seama de (1), 

abc -+1 <a+b+ce—1 şi încă abc < a+ b+e—2 (2) 

Din abc > 1 şi d < 1, deducem : 

(abc — 1)(d — 1) < 0, sau 

abcd +1 < abc +d, sau, ținînd cont de (2), 

abcd + 1 < a+ b+c-4+d—2, de unde 

3+abcd <a+b+4+c+d. 


VIII.A.111. Avem, pentru oricare x, y, z numere reale, inegalitatea 
cunoscută r? -+ y? + 2z? > ry + yz + zx, adevărată deoarece provine din 
(2 — y) + (y — z2} + (z — x) > 0. În plus, egalitate apare doar pentru 
T= y =Z. 

Pentru x = a?, y=b?, z = ¢?”, obținem : 

aí” +- pin + cân > a2nb2n + D2nc2n -+ c2nq2n (1) 

Pentru x = a”b", y = b"c” și z = c”a”, aceeași inegalitate de la 
început dă 

a?” b2” + p2nq2n + cana2n >; anb2ncn + bnc2nan -+ cra? br — 

Din relațiile (1) şi (2) rezultă inegalitatea enunțului. 

Observăm, în plus, că egalitate apare dacă și numai dacă a" = b" = 
= c”, iar pentru n impar, dacă a = b = c. 


VIII.A.112. În condițiile problemei, x — a = y + z, y — a = x — z, z — 
—a = x 4- y, inegalitatea din enunţ devine 


Utet et> eH 


care, adusă la forma cea mai simplă, este 


TH y +2? > xry +yz +z, 
inegalitate pe care o vom demonstra în continuare, reducînd-o la forme 
echivalente : 

2x? + 2y? + 222 — 2xy — 2yz — 2zr > O 

(x? — 2xy + y3 + (Y? — 2yz + 2?) + (z2? — 2zx + x?) > 0 

(x — y}? + (y — 2} + (z — x}? > 0, 
care este evidentă. În plus, se observă că egalitate în ultima relație 
apare doar pentru x = y =z, deci în relația din enunț, egalitate există 


i a 
numai pentru Tt = y = z = — 


3 
VIII.A.113. Arătăm că x = y = z implică: 
xy + xz = 2yz (1) 
yz + xy = 2x2 (2) 
xz +- yz = 2xy (3) 
Dacă r = y = z = Á, avem: 
A? + A2 = 24? (1°) 
A? + 4A? = 24A? (2) 
A? + A2 = 242 (3) 
Arătăm că relaţiile (1), (2) și (3) implică x = y =z. 
Scoatem z din (1): 
2yz o casti 

r = (4) și, din (2), 

y+z 

EE 
2z — y 
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Egalînd cele două valori ale lui x, avem : 
2yz 
y +z 


Cum y și z sînt nenule, putem împărți prin yz 
2 1 


y+z 2z—y 


În (4), înlocuim pe z cu y şi avem: 
9 


2y- 


= yz(2z — y). 


, de unde deducem y =z. 


adică x = y. 


Dar x =y și y =z implică r = y =z. 
Observație : Pentru a doua implicație sînt suficiente relațiile (1) 
şi (2). 


CAPITOLUL I 


PUNCTE, DREPTE, PLANE 


1. Paralelism în spațiu 


Fig. VIIL.G.1. 


A 


8 F C 


Fig. VIIGI. 


VIII.G.1. în A AB”C', AM=MB” şi AN= NC' (ipoteză) =} MN linie 
raijlocie : MN || BC şi MN = Cum BCC'B” este paralelograra 


(ipoteză) =) B”C’ = BC. (Vezi fig. VIII.G.1.) 
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BC 


N ; OE EES E AC 

Analog, în A BA”C”, PQ este linie mijlocie =} PQ Di N (2) 
a 7 7 e > is . AB 

Analog, în A CA'B', RS este linie mijlocie =) RS = E (3) 


Aşadar, segmentele MN, PQ şi RS au măsurile lungimilor egale cu 
măsurile lungimilor laturilor triunghiului medial triunghiului ABC 
(A EFD vezi fig. VIII.G.1.), deci cu aceste lungimi de segmente, se poate 
construi un triunghi congruent cu triunghiul medial triunghiului ABC. 

Cum A EFD = A DAE = A CFD = A FBE (AEFD triunghi mediane 
şi deci triunghiurile sînt congruente conform L.L.L.), rezultă că aria 


A EFD este - din aria A ABC. (Vezi fig. VIIL.G.1’.) 
4 


VIII.G.2. În A ACP, CF este bisectoare (ipoteză). Cum CF L AP (ipo- 
teză) =} A ACP isoscel =} AF = FP. (Bisectoarea CF este înălțime și 
mediană.) (1) 

Prelungim dreapta AE şi notăm intersecția ei cu BD, de exem- 
plu, R. 

În A ABR, BE este bisectoare (ipoteză). Cum BE L AR (ipoteză) =} 
=} A ABR isoscel =} AE = ER. (Bisectoarea BE este înălțime și me- 
diană). (2) 

În A APR, EF este linie mijlocie (din (1) și (2)) =} EF || PR. Cum 
PR C BCD rezultă că EF || BCD. 


D 


Fig. VIII.G.2. 
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VIII.G.3. Metoda de rezolvare — metoda contraexemplului Un contra- 
exemplu planul f intersectează planul a după o dreaptă b, paralelă 
cu dreapta a, situată în planul a. Deci propoziţia „planul «u este paralel 
cu planul f“, este falsă. (Vezi fig. VIII.G.3.) 


7 E 


Fig. VIII.G.3. 


VIII.G.4. Fie DD' dreapta dusă prin D şi paralelă cu AA’. Cum 
(BB'CC’) || (AA'DD”) şi (BB'AA')|| (CC'DD”) (ipoteză) rezultă că planul 
(A'B'C') le intersectează pe acestea după drepte opuse paralele (dacă un 
plan intersectează două plane paralele atunci dreptele de intersecție dintre 
planul dat și planele paralele sînt două drepte paralele) și astfel poli- 
gonul de secțiune dintre (A'B'C”) și planele de mai sus este un parale- 
logram. Două dintre laturile acestui paralelogram sînt A'B' şi BC'. 
Urmează să le determinăm și pe celelalte două. Procedăm astfel : Patru- 


4 C 


Fig. VIIL.G4. 
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laterul B'C'CF (vezi fig. VIII.G.4.) este paralelogram (B'F || C'C — (vezi 
indicaţia) ipoteză și BF=CC=a — construcţie) =)BC'||FC şi 
B'C'= FC. 

Patrulaterul A'DCF este paralelogram deoarece CD || FA’ şi CD= 
= FA’ (paralelismul și congruenţa acestora rezultînd din faptul că AA'BF 
este paralelogram — din construcție, și ABCD este tot paralelogram — 
rezultă afirmaţia de mai sus) =) FC || A'D și FC = A'D. (2) 

Din (1) și (2) =} B'C' || A'D şi B'C = A'D =} B'C’ A'D, este para- 
lelogram. În concluzie, celelalte două laturi ale paralelogramului de 
secțiune (căutat) sînt laturile C’D (căci C'D este paralelă și congruentă 
cu B'A’) și A'D (căci A'D este paralelă și congruentă cu B'C’). 

Concluzionăm paralela dusă prin punctul D la dreptele AA’, BB’, 
CC’ intersectează planul A'B'C' în punctul D, sau planul A'B'C trece 
prin punctul D. 


VIII.G.5. a) Se știe că o dreaptă „a“ este paralelă cu un plan „a“, dacă 
în planul „a“ există o dreaptă „b“ paralelă cu dreapta „a“. Planul care 
trece prin punctul M și este paralel cu dreptele AC și BD, va conţine 
drepte paralele cu AC şi BD=—)MQI|AC şi MN || BD. (Vezi fig. 
VIII.G.5.). Fie P punctul în care dreapta DC intersectează planul MNQ. 


Fig. VIII.G.5. 


Dacă NPUMQ =} NPXAC şi deci dreptele NP și :AC au un punct 
comun : S =} planul MNQ și dreapta AC au un punct comun S — con- 
tradicţie, deoarece MNQ || AC din construcție — =} NP || MQ. 

Analog se demonstrează că MN || QP =} MNPQ paralelogram (defi- 


niție). 
b) În A ADB, MN || BD (construcţie) şi conform teoremei funda- 
mentale a asemănării ic Mas (== X a MN =} MN = Iroa QP 
AB BD 5 7 5 


(din demonstrația anterioară). 
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În A BAC, MQ || AC (construcţie) şi conform aceleiaşi teoreme : 
BM__MQ 5S—z __MQ 12(5 — x) 
== M IT —— 

BA = ac R 12 Ga Mg 5 
Din (1) și (2) rezultă că perimetrul paralelogramului MNPQ este- 

2 LE AT, 12(5 — x x) _l4x + 120 — 24x _ 120 — 10x e 
5 5 5 5 
= 24 — 2x = 2(12 — x). 


Cum 0 < {x < 5 =} 2(12 — x) > 0 şi deci rezultatul este plauzibil.. 


= NP (demonstrat). (2% 


VIII.G.6. Reamintim următoarele teoreme (presupuse cunoscute). 

T, dacă două drepte diferite d, și d» sînt perpendiculare pe un 
plan a, atunci dreptele d, și dp sînt paralele. 

Tə dacă două drepte concurente d, și d» sînt paralele cu alte 
două drepte concurente da și d, atunci planele determinate de dreptele: 
di, də și dz}, d, sînt paralele între ele. 

T, dacă un plan œ, intersectează două plane paralele u și az, 
atunci dreptele de intersecție dintre a și respectiv a» și az sînt două; 
drepte paralele. 


Fig. VIII.G.6. 


Deoarece AA’ Lu, BB' La, CC La și DD’ L a (construcţie) =) 
=} (1) AA’ || BB’ || CC || DD’ (Tı) =} AA'BB' || CC'DD”, deoarece AB || 
|| DC (ipoteză) și BB’ }| CC” (1) şi conform T, rezultă paralelismul plane- 
lor =} A'B’ || D'C’ şi B'C || A'D’ (conform T3) =} A'B'C'D' paralelo- 
gram. =) A'O' =0'C şi B'O0'=0'D' (2). Însă AO=0C şi BO=0D (3) 
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(ipoteză ABCD paralelogram). Dar, AA'CC” trapez dreptunghic ; din (1), 
din (2) și (3) =) OO’ este linie mijlocie în acest trapez, adică: OO’ = 
__ AAC ter şi deci 0o e ae (4). Dar și BB'DD' trapez drept- 


unghic ; din (1), din (2) și (3), BA linie mijlocie în acest trapez, adică: 

BB’ + DD’ 
2 

= b — d. (Vezi fig. VIII.G.6.) 


b+d 
IOO' = şi deci O0’ = p+ (5). Din (4) şi (5) =) a + c = 


VIII.G.7. Se construiește A isoscel ACD (AC = AD =5 şi CD = 6). 
(Vezi fig. VIII.G.7.) Prelungim DA cu AB = 10 (ipoteză). În acest fel 
obținem punctul B care împreună cu punctele existente C şi D, deter- 
mină A BCD. 


B 


Fig. VIlI.G.7, 


Calculul distanței ME : În planul A BCD, ducem AI L CD (vezi fig. 
VIII.G.7.) =) AI bisectoarea CAD (A CAD isoscel : AC = CD). Construim 
bisectoarea BAC, ducînd AE L AI (bisectoarea unghiului interior A, este 
perpendiculară pe bisectoarea unghiului A exterior A CAD). =} AE || 
|| CD (1), (deoarece AI L CD şi AI L AE). =} A BAE~ A BDC. (Teo- 


BA 
rema řundamentală a asemănării în A BCD (AE || CD). =) Azi =} 
CD BD 
AE 10 AE 2 
Ho re Tale (=) (2) 


În continuare, se duce MA L (BCD). (Vezi fig. VIII.G.7'.) 


M 


E C 
Fig. VIII.G.7". 
~ Deoarece MA L (BCD) (ipoteză) =} MA L AE. Se aplică teorema 
directă a lui Pitagora în A MAE, m(A) = 90°. 
ME? = MA? + AFE? ; ME2=94+14+16—25; ME =5. 


Calculul distanței BC. 
În planul A BCD (vezi fig. VIII.G.7.) ducem CF L AD =}. Aria 


p 


A ACD = CF:AD _ AI-CD ade CF-5 _ Al:6 
2 2 
Cum AI = V 25 — 9 = 4 (A AIC este dreptunghic în I din construc- 
tie Al L CD) rezultă CF = - (4) 
; ; 24? 
În A dreptunghic CFA (construcție), AF =|] 25 zi 
şi după efectuarea calculelor AF = (5) 


în A dreptunghic BFC, m(CFĂ) = 90° (construcţie), BC? = CF? + 
+ BF? şi conform (4) şi (5) ge = 3155 și. după efectuarea calculelor 


rezultă BC =) 145. 


VIUN.G.8. a) Notăm BN = zx =} AM = 2r (ipoteză). Calculăm lungimile 
laturilor A MNC; MN? =@ -+ x (1); NC =0@ + 2 (2); MC =@ + 
+ 4x? (3). Din (1) şi (2) =} MN = NC. Deci triunghiul MNC este isoscel. 
(Vezi fig. VIII.G.8.) 

b) Triunghiul MNC fiind isoscel MN= NC (din (a)), el poate fi 
dreptunghic numai în, vîrful N =} MN? + NC? = MC? (=) 202 + 2r? = 


a 
=P + 4 (=t = mal 


2 2 2q? 2 
Verificare: MN? =a? +% S Eea e — 3 _, si 

MC? = a? = 202 = 3a2. 
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8 C 


Fig. VIII.G.8. 


Reciproca teoremei lui Pitagora se verifică pentru x ee, și un- 
ghiul drept este în virful N. 
VIII.G.9. a) AO=0OC şi AO L BD (ABCD pătrat). (1) 
Cum DE L (ABCD) (ipoteză) =} DE L AO. (2) 
Din (1) și 2) =) 4O L (DB, DE) =) AO L (EDB) =} AO L PO. (3) 


Deci m(OP, AC) = 90°. (Vezi fig. VIII.G.9.) 
£E 


Fig. VIII.G.9. 
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b) Din (1) şi (3) =) A APC isoscel: PA=PC. Știm că AC = 
= aV2 (ipoteză). Segmentul AC va fi baza comună celor două triunghiuri 


isoscele ABC (ipoteză) şi APC (demonstrat). Înălțimile corespunzătoare 
sint BO (ipoteză ABCD pătrat) şi PO (demonstrat). 

1) AC-BO=3.AC-PO (=) BO=3-PO (=) po 80 42. 
Cercetăm dacă acest rezultat este posibil. 

Segmentul OP, cînd P variabil, are cea mai mică lungime cind 


OP L BE. Calculind în A EDB (m(D) = 90%) lungimea OP (OP L BE) 


obţinem (folosind asemănarea triunghiurilor EDB şi OPB): = E, 
ca. 20 _a/6 as 
adică: — SSE 
OP aV2 2 Za 3 


d 


Deci, cea mai mică lungime a segmentului OP este egală i . În 


ipoteză aria A ABC de trei ori mai mare decît aria A APC, a Pi 


aj2 a3 _ 2e zi 


oP =" Comparăm cele două rezultate a , deci 


numele 2/6 şi V2 adică 2V3 şi 1. Cum 2V3 > 1 =) ~= al > RE: Cum 


aV3 


OP = —— este cea mai mică distanţă de la O la Ę&B rezultă că nu 


3 
ay2 


există o poziție a punctului D € BE astfel încît OP și deci nu 
există un punct PC EB astfel încît să aibă loc ipoteza (b1). 


2) Dacă ariile sînt egale, rezultă AC-BO=— AC.PO (=) BO = PO 
şi. deci OP =$ Procedînd analog că la punctul bl constatăm că rezul- 


tatul este posibil deoarece ala, > SE (3/2 > 2/3 (=) 9:2 > 4-3). 
Punctul: P se construieşte astfel : descriem în planul EDB un semicerc 
cu centrul în O și de rază op =t Semicercul va fi tangent laturii 


ED (ED L DB) şi va intersecta latura EB în două puncte B și P (deoa- 


rece OP = ae > JE . 

Altă construcție care fixează punctul P. Cum A BOP este isoscel 
(BO = OP) ducem OS L EB =} PS = SB. Ducem în A EDB (mD = 90%) 
înălțimea DR, R € BE =) în A RDB, OS linie mijlocie OS || DR şi: DO= 
= OB =) R = P). Aşadar, în ipoteza (b2) punctul P coincide cu piciorul 


înălțimii A EDB relativă laturii EB. 
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Poziţia punctului P care conduce la aria minimă a A APC este dată 
de minimul distanţei OP (deoarece AC baza A APC are lungime cons- 
tantă) şi deci, atunci cînd OP L BC, poziţie a punctului P pentru care 

ay/3 
iii să 


Aria minimă va fi AO CE ez LE DE = se u? (unde u este: 
unitatea de măsură pentru lungime). 

VIII.G.10. Triunghiurile A'AC şi B'BC sînt dreptunghice în A şi respec- 
tiv B (o dreaptă perpendiculară pe un plan dat este perpendiculară pe 
orice dreaptă continuţă în planul dat). (Vezi fig. VIII.G.10.) 


Fig. VII1.G.10. 


Notăm AA’ =x; şi ra, căci presupunind x= a =} åA = 
= BB’ =} A A'AC= A B'BC = AC=B'C=) A'CB' isoscel și nici una. 
din ipotezele 

a) A'B'C dreptunghic în B’ sau 

b) A'B'C isoscel cu A'B'=A'C nu sînt posibile. 

Aşadar x = a. Presupunem x <a (Vezi fig. VIII.G.10.). Calculul lun- 
gimilor segmentelor A'B’, B'C şi CA’. În planul (AA'BB') ducem 4'4” || 
| AB. Cum B’B L (ABC) (ipoteză) =} A A'A“B' este dreptunghic =) 
=) m(A'4> B’) = 90° şi patrulaterul AA'BA” este un dreptunghi. Con- 
form teoremei a Pitagora în A A'A“B' avem: A'B'2=—B'A”2-+ 
-+ A” A’? (=) A'B”? = @ 4 (a — x)? (1) [deoarece (a — x)? = (x — a)” vom 
înțelege de ce în rezolvarea problemei putem presupune x < a sau r > a]. 

În A dreptunghic B'BC (ipoteză) B'C2 = @? + a? = 2Q?. (2) 

În A dreptunghic A'AC (ipoteză) A'C2 = x? + a2. (3) 

În ipoteza (a), conform reciprocei teoremei lui Pitagora, urmează 
să existe relația A'B”? + B'C2=— A'C? ; adică a? -+ (a — x} +- 202 = x? + 
+ a? (rezultă după înlocuirea (1), (2) şi (3) în relaţia precedenti). 
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a me A v i 1 . 
Ecuaţie de gradul întîi în x, care, rezolvată conduce la soluția 


,__ 3a 

s=% şi deci în ipoteza (a), AA = 23 
În ipoteza (b) laturile A'B’ = A'C =} A'B”? = A'C” şi deci, înlocuind 

în această relaţie (1) şi (3) rezultă: a? -+ (a — x} = x? + a?. Ecuația de: 


EEE „_ í 
gradul întîi în x are drept soluție x = z şi deci în ipoteza (b), AA = 3 
VIII.G.11. 1. Dreptele AA’, BB’ şi CC fiind perpendiculare pe planul: 


ABC (ipoteză), rezultă că AA’ || BB’ || CC’ (1) (două drepte perpendicu- 
lare pe același plan sînt paralele între ele ; apoi tranzitivitatea relaţiei de 


Fig. VIII.G.11. 


paralelism), dar și faptul că dreptele AA’, BB’ şi CC” sînt perpendiculare 
pe laturile A ABC (2) (o dreaptă perpendiculară pe un plan este perpen— 
diculară pe orice dreaptă din planul dat). Din (1) și (2) şi construină' 
B'B, || AB și B'B» || BC şi A'A || AC rezultă că ABB'B,, BCB>B' şi ACA, A” 
sînt dreptunghiuri (3) iar triunghiurile A'B,B', C'B,B' şi C444 sînt tri- 
unghiuri dreptunghic (4). Notăm AA’ =x; CC” = y. Am presupus 1 < 
<x<y. (Puteam face și presupunerea 1< y< x, rezultatul rămînînd 
neschimbat, deoarece (a — b? = (b — a)?.) Conform acestei presupuneri 
evaluăm lungimile segmentelor A'B’, B'C şi C'A’. (Vezi fig. VIII.G.11.} 
În A dreptunghic A’B,B’ (conf. 4) A'B? = A'B} +BB? = 
=} A'B'2 = (x — 1)2 + 9. 
i 7 r srv , r 
a Es C ft A EC Bi Be 
ABC ca etele stat edil - 9 ȘI faptului că în A dreptunghic: 
A gale cu 3 cm și respectiv 4 cm). 
= pea gp punghie CAA’ (conf. 4): A'0'2== A'A? HAC? =). 
+ (y + 22. Conform reciprocei teoremei lui Pitagora, =) 
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=) ca A A'B'C' să fie dreptunghic în B' urmează să exist i 
s A 2 / r ? 2A , : rela : 
B'A? J- B'C2 z A'C'2 şi înlocuind, obținem (5) (x — 1)? +9 + (y — ci 
a 25 = (y — 1) + 16. După efectuarea calculelor se obține o relație 
intre x şi y şi anume zx- y+ zry=10 (6). 
D 2) Pentru a determina toate valorile naturale ale lui x explicităm 
.relația dată. De exemplu 


; 10 — y 
=) rue (7) 
ja a 
Gîndim astfel ici și =)10—y>0(=)yscIl0iary+1 
yEN 


«divizor pentru 10 — y. 
Pentru y = 10, obținem x= 0. Solutie 


Pentru y = 9, obținem x = = ¢N. 
; 2 

Pentru y = 8, obținem x =% ¢N. 

Pentru y = 7, obținem x =- ¢N. 


Pentru y = 6, obținem x =— ¢N. 


qlee jw co 


Pentru y = 5, obținem x == ¢N. 


Pentru y = 0, obţinem x = 10. Soluție. 


Aşadar, perechile de numere naturale care verifică relația (6) sînt, 
“(x = 0 și y = 10) şi (x = 10 şi y = 0). 

În primul caz A A'B'C' are A = A, în al doilea caz are C’ =C. 

Verificare : A' = A și m(A'B'C')=—90” =} AB”? + B'C'2— AC%?, 
adică 10 + 106 = 116; C =C şi m(A“B'C'")=— 90° = A'B? -4+ B'O = 
= A'C2, adică 90 -+ 26 = 116. 
"VIII.G.12. Aşadar, trebuie să construim în punctul M, planul care să 
fie perpendicular pe dreapta AM. Procedăm astfel În punctul M și în 
planul ABC, ducem dreapta MX perpendiculară pe dreapta AM, deci 
MX L AM. Într-un alt plan ß care trece prin dreapta AM, ducem de 
„asemenea dreapta MY perpendiculară pe dreapta AM, deci MY L AM. 
Planul căutat a, este determinat de dreptele concurente MX şi MY. 
Rezultă că AM L XY (1). (Vezi fig. VIII.G.12.) (AM este perpendiculară 
“pe două drepte concurente din a). | 

Fie P un punct oarecare din planul a. (Vezi fig. VIII.G.12.) Tri- 
unghiul AMP este dreptunghic în M (conf. (1)) şi conform teoremei 
„directe a lui Pitagora, putem scrie 

PA? = AM? + MP. (2) 
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Fig. VIII.G.12. 


În ABPC, PM este mediană (ipoteza BM = MC). Presupunem. 
cunoscută „teorema medianei“, relație cu ajutorul căreia se poate calcula 
lungimea medianei unui triunghi în funcţie de laturile triunghiului. În 

2 C2 BŒ A 
cazul A BPC relaţia de mai sus este: PM? = TP iasa E i ai (3). (Veri- 
ficaţi exactitatea acestei teoreme în cazul unui triunghi dreptunghic, 
spre exemplu chiar a A ABC în care AM este mediană. 

Iniocuind valoarea lui PM? în relația (2) obținem : 


2 2 2 C2 
i za (4), dar AM = = A 


în A dreptunghic lungimea medianei relative ipotenuzei -este egală cu 
Jumătate din lungimea ipotenuzei şi atunci (4) devine : 


2 2 2 2 
z2 DZEPA E și -deci, (5) 


2. PA? = PB? + PC? (6) 
şi astfel am obţinut relaţia din concluzia problemei. 


VINI.G.13, a) Începem prin a arăta că în ipoteza AA! L a și AA’ = 3 cm, 
există un punct în a, de exemplu B, astfel încît AB=—5 cm. Ducem 
in a, O semidreaptă A'X pe care fixăm segmentul A’B = 4 cm. Conform 
teoremei lui Pitagora AB=—5 cm. (Vezi fig. VIII.G.13.) 

Aşadar, în a, ducînd semidreptele A'X şi A'Y putem fixa pe ele 
— conform celor arătate mai sus — segmentele A'B şi A'C, astfel încît 
AB = AC=5 cm. Deoarece A A'BC este isoscel (construcție) A'B= 


PA? = AM? + 


PA= 
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(e G „d 


YB 
Fig. VIII.G.13. 


= AC=4, înseamnă că puncte de felul punctelor B și C din planul a, 
se pot obţine ducînd întîi un cerc de centru A’ şi raza A'B=4, apoi 
construim semidrepte arbitrare A'X şi A'Y. Ele vor intersecta cercul 
construit în puncte notate, de exemplu B și C astfel încît A'B = A'C = 4 
și care permit construirea segmentelor AB = AC=3. 

Triunghiul ABC (spaţiu) este isoscel AB = AC = 5. Urmează să 
executăm o construcție în urma căreia triunghiul ABC să devină echi- 
lateral AB = BC = CA = 5. Cum punctele B și C se găsesc în a şi pe 
cercul construit, urmează să arătăm că pe un cerc dat, de raza 4 cm 
și centru fixat, există două puncte, de exemplu B și C astfel încît BC=5. 
Fixăm pe cercul dat punctul B şi apoi cu ajutorul compasului, con- 
struim punctul C astfel încît BC = 5. Construcţia are două soluţii dacă 
BC:< 8, o soluție dacă BC= 8 și nici o soluţie dacă BC > 8 (diametrul 
cercului fiind egal cu 8 cm). 

Prin „loc geometric“ vom înţelege o figură geometrică formată nu- 
mai din mulțimea unor puncte care au aceeași proprietate — în cazul de 
față, puncte de felul punctelor B şi C au următoarele proprietăţi: se 
găsesc la aceeași distanță de punctul fix A’, A'B = A'C=—4 cm şi BC = 
< 5 cm, deoarece A AA'D-f A AA'B. Dacă considerăm un punct E în 
= A'C= 4, astfel încît BC—5 cm. Reuniunea acestor arce reprezintă 
chiar cercul de centru A” și raza 4 cm. Oricare alte puncte din planul a 
şi care nu au proprietățile punctelor B și C, nu aparţin locului geometric. 
De exemplu, luînd un punct D în interiorul cercului, A'D < 4, AD < 
<5 cm, deoarece AA'D = A AA'B. Dacă considerăm un punct E în 
exteriorul cercului, A'E > 4, AE > 5 cm, deoarece A AAE Z A AA'B 
Dacă luăm punctele M şi N pe cercul dat, dar MN = 5, ele nu satisfac 
ipoteza AMN echilateral. 

b) Cercetăm triunghiul isoscel A'BC în care, A'B = A'C = 4 cm şi 
BC = 5 cm. Oricare ar fi punctele B și C de pe cercul de centru A 
şi raza A'B = 4 cm, astfel încît A din spaţiu ABC este echilateral şi 
A” este proiecția punctului A pe o, triunghiul isoscel A'BC are lungimile 
laturilor constante (și unghiurile acestui triunghi vor fi e 
39 
A A'DB calculăm lungimea A'D (Pitagora) unde A'D L BC, A'D = a: 
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Apoi construim pe latura BC şi în planul a triunghiul echilateral EBC 

(Vezi fig. VIII.G.13'.) (E de aceeași parte cu A”). Înălțimea ED = AL 

(Pitagora în A EDB). =} ED > A'D =) unghiul BA'D unghi exterior 
AN AN AN [AN 

A BA'E şi m(BA'D) = m(EBA”) + m(BEA') =) 2-m(BA'D) = m(BA'C) = 

= 2m(EBA') + 60° =) m(BA'C) > 60°. 


E 


2 D 
z 2 
Fig. VIII.G.13. 


VIII.G.14. Distanţa de la punctul V la latura BC se pune în evidenţă 
astfel Din punctul V se duce o perpendiculară pe planul ABCD. Ea 
este VD (ipoteză). =) VD L BC. Din punctul D se duce o perpendiculară 
pe dreapta BC, deci DE L BC, E€ BC. Prin teorema directă a celor 
trei perpendiculare rezultă că VE L BC. (VE este a treia perpendiculară 
pe latura BC). (Vezi fig. VIII.G.14.) În A ABC, AB = BC =a şi AC = 


V 


Fig. VIII.G.14. 


=V 3 =} AB şi BC sînt laturile hexagonului regulat înscris în cercul 
circumscris A ABC, iar AC latura triunghiului echilateral înscris în ace- 
laşi cere =} rombul ABCD este format din două triunghiuri echilaterale 
ABD şi CBD de latura a. =) DE înălțimea A echilateral DBC =} BE = 


= EC =) o= | data În A dreptunghic VDE (ipoteză), 


m [= 
VE = 3a?  a)/7 PRI ESS | a|? 
E =| a? -+ — = —— Deci distanţa căuta.ă are lungimea a 


VIII.G.13. Prin teorema celor trei perpendiculare, distanţa de la N la 
latura AB este distanța dintre punctele N şi P (P fiind proiecția punctu- 
lui M pe latura AB. (Vezi fig. VIII.G.15a.) Cum NMP este dreptunghic 
în M (ipoteză) și MN —6 cm, urmează să calculăm lungimea MP (în 
ipotezele problemei). Construim pe trapezul dat ABCD, (Vezi fig. 


VIII.G.15b.), paralelogramul ABA'B' astfel încît AB’ = BC + AD. În 
acest fel, aria paralelogramului ABA'B' va fi de două ori mai mare decît 
aria trapezului dat ABCD. Deci aria ABA'B' = 112 cm”. 


Fig. VIII.G.15.a. 


Fig. VIII.G.15.b. 


Fie baza paralelogramului latura AB. Înălțimea corespunzătoare 
(distanţa dintre laturile paralele AB şi A'B' va fi PR =2.MP. Deci 
112 = AB-PR ; 112 = 7-PR (=) PR=16 cm şi deci MP =8 cm. 

În A NMP, NP =N 36 + 64 =—10 cm şi reprezintă distanţa căutată. 


VIII.G.16. Trapezul isoscel ABCD are baza mică AB =a. 


M 


A 
A 
Ll Za £ 


Fig. VIII.G.16.a. Fig. VIII.G.16.b. 


a) Evaluăm laturile trapezului isoscel ABCD. (Vezi fig. VIII.G.16a.) 
Deoarece AB = AD = BC =a =} A ABC isoscel =} m(BCA) = 30° (1). 
Insă m(ÁBC) + m(BCD) = 180°, (ABCD trapez) =} m(ÉCD) = 60°, (deoa- 
rece în A isoscel ABC, m(ABÙ) = 120° (2). Cum m(BCĂ)=30 =) 
=; m(ÁCD) = 30° şi deci CA este bisectoarea unghiului BCD. Ducem 
AE LCD =} m(ÉAD) =30°, m(ÉAD) + m(ÂDE) = 90° şi m(ADÈ) = 
= mECÒ) — 60%, demonstrat. ABCD fiind trapez isoscel =} ED = 
= =>) DaHa. (3) 


Altă soluţie pentru calculul lungimii segmentului CD. 

în A CAD, m(ĂCD) = 307 (demonstrat). m(CDĂ) = 60° = m(BE5) 
(trapezul ABCD isoscel) =} m(CAb) = 90 =) CD = 2AD = 2.a. 

Să reținem că CA L AD. (4) 


b) Calculul distanțelor de la punctul M la laturile n 
trapezului ABCD. eparalele ale 


Conform teoremei celor trei perpendiculare, distanţele de l - 
tul M la laturile trapezului isoscel ABCD, se obțin ere a “anul 
ABCD perpendiculare din punctul O pe latura trapezului (Vezi fig. 
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VIili.G.16b.) şi apoi unim punctul M cu picicarele perpendicularelor 
duse din O pe laturile trapezului. 

Cum OA L AD (conf. (4)), distanţa de la M la AD este MA. Analog, 
distanţa de la M la BC este MB. Însă, A MOA = A MOB (dreptunghice 
din ipoteză și OA= OB iar MO latură comună =} MA = MB. Așadar, 
este suficient să calculăm de exemplu lungimea MA. În A Ri PLUREhie 

2 
MOA, MA = MO + 042; MA = ka + OA ipoteză MO = t2) 


Calculul lungimii OA A AOB~ A COD (unghiurile congruente). 


= AB a 1 OA 1 
Raportul de asemănare este ————=—= = 
CD 2% 2 CC 2 


= 5 a. V3 (în A dreptunghic CAD, AC = a3). Rezultă că MA2= 
2a? , 3a? 5a a/5 

e i = —— = MB, 5 
M gi MA= pe =M (5) 


c): Calculul distanțelor de la punctul M la laturile paralele ale tra- 
pezului ABCD. 

Ducem dreapta EOF L AB. Cum ABCD este trapez isoscel =) 
=} 4 OEA = A OEB şi A OFD= A OFC (catetă, ipotenuză). În această 
situație, AE=EB şi OF = FC, iar distanţele de la M la BA şi CD sînt 
segmentele ME şi MF (teorema celor trei perpendiculare). Cum A AOB ~ 
~ A COD (demonstrat) raportul înălțimilor acestor triunghiuri este ra- 


E 

port de asemănare =) = = Însă, OE + OF = AE (Vezi fig. 
S AC „ = , AN A 

VIII.G.16.a.). Însă, AE = E (în A dreptunghic AEC, m(ACE) = 30%) =} 


a/3 a/3 


| a/3 = aVil . a/5 
== =—— II ——— = —— z d6 = —— Si ? T = —— / 
=) AE = 3 Xy OE g și OF 3 yM g Ï MF = 3 (6) 
VIII.G.17. a) Cum AB? = 100, AD? = 36; BD? = 64 =} AB? = AD? + 
++ DB? =Y AD L DB (conform teoremei reciproce a lui Pitagora) (1). Fie 
.O interșecţia diagonalelor AC și BD. Aplicăm Pitagora în A ADO 
AN 
(m(ADO) = 90° conform (1) =) AO?= AD? + DO?; AC =36 4+ 16 ; 
AO? =| 52 = 2/13 =} AC = 4Ẹ\13 cm. (Vezi fig. VIILG.17.) 
b) Distanţa de la M la diagonala AC este MP = 5 cm (ipoteză). 
__ Distanţa 'de 'la :M la diagonala DB: Ducem PR L DO =} MR este 
“distanța căutată (conf; teoremei celor trei perpendiculare). (Vezi fig. 
VIH.G.17.) 
Calculul distanței MR : ȘI 
cis În A MPR (MP L PRiipoteză) MR? = MP2 + PR?, MR = 25 + 
+ 9 (PR = 3 fiind linie mijlocie în A dreptunghic ADO): MR==.34 cm. 
„e. Distanța-de la M la, AD și BC. Pentru.ambele ducem din M, perpen- 
diculera: loreamună ST, unde S:€ AD și T €.CB (Vezi fig. VIII.G.17,.) =) 
=) :SDBT: dreptunghi (construcţie şi. ipoteză). În, A .dreptunghic, ADO 


925 


Fig. VIII.G.17. 


(conform 1) PS|| OD (construcție) şi cum AP= PO (ipoteză), =) PS 
linie mijiocie —} PS = 2. În dreptunghiul SDBT, PT = ST — PS = 8 — 
—2 = 6 =) PT =6. 
Distanța de la M la AD este MS (teorema celor trei perpendiculare). 
În A dreptunghic MPS (ipoteză) MS?= MF? + PS? ; MS = V 29 cm. 
Distanța de la M la BC este BT (teorema celor trei perpendiculare). 
În A dreptunghic MPT (ipoteză) MT = MP-A PT; MT = V61 cm. 


VIII.G.18. 1. Ducem OO’ L (ABC) (1): Cum OA = OB = OC=a (ipoteză) 
=) OA=O0'B=OC, (A 00'A = A 00'B=A 00'C — catetă — ipo- 
tenuză) =} O’ centrul cercului circumscris A ABC =) O’ ortocentrul 


Fig. VIII.G.18. 
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T 


A ABC (ABC echilateral — ipoteză) =} AO’ L BC (2). (Într-un A echi- 
lateral O’, centrul cercului circumscris A echilateral este și ortocentrul 
triunghiului. (Vezi fig. VIII.G.18.). 

Din (1) şi (2) =} BC L (00, AO’) =} BC L AO. Relaţia de perpen- 
dicularitate fiind simetrică =} AO L BC. Analog se demonstrează OB L 
L AC şi OC L AB. 

2. Pentru a se demonstra că MN L AB procedăm astfel (Vezi fig. 
VIII.G.18.) A BOC = A AOC (echilaterale de latura AB — ipoteză) (1) =} 
BN = AN. (2) (Deoarece ON= NC (ipoteză) =) BN şi AN înălțimi în 
A echilaterale şi congruente BOC și AOC (conform (1)). 

Cum AM = MB (ipoteză) și BN = AN (conform (2)) =} în A isoscel 
ANB mediana NM este și înălțime :MN L AB. (3) 

Analog se demonstrează că MN L OC, triunghiul isoscel fiind 
A OMC. 


VIII.G.19. 


a) A AOB = A MBA, deoarece 
(Vezi fig. VIII.G.19.) 
L.U.L. (sau C.C.) | 


AB = BA (latură comună) 
AN AN 

m(OAB) = m(MBA) = 90° 

(ipoteză) 


N ~ 
rezultă m(BMA) = 60° ; m(BAM) = 30° (din ipoteză și congruența triun- 
ghiurilor precedente). Cum în triunghiurile congruente înălțimile cores- 


| OA = MB (ipoteză) 


punzătoare laturilor congruente sînt congruente =} BE = AC = E - 


b) Punctul D îl construim astfel : ducem CC” L (ABM) (planul ABM 
conține dreapta MB perpendiculară pe planul (XOY) — (ipoteză) =) 
=} (ABM) L (XOY)) =) CC L AB (1). Din C’ ducem în planul (ABM) o 
perpendiculară pe AM : C’D L AM (2) (D € AM). Prin teorema celor trei 
perpendiculare CD L AM (3) (Vezi fig. VIII.G.19.). 


Fig. VIII.G.19. 
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Deoarece CC’ L AB (construcţie) =} CC'||OA =) ZE = DE 


Ca 
e. 
2 i ; 
S lg (Thales în A OAB) (4). 
2 
Deoarece C'D L AM =) C'D|!BE =) i Ceea (conform 
DE CB 3 
(4), și Thales în A. BEA) (5). 
Așadar, ei 
DE 3 
c) Deoarece A OAB = A MBA (conform punctului a) =} OA = 


= AM =a (1). 

Deoarece MB L (XOY) şi BA L OA (ipoteze) =} MA L OA (2) (teo- 
rema celor trei perpendiculare) =} OAM dreptunghi în A =) OM? = 2a?; 
OM =a 2 (3) =} OA -+ AM + MO = 2a + a2 = a(2 + V2) (4). 

d) Deoarece OA L (MBA) (OA L AB şi OA L MB — ipoteze) =} 
=} OA L BE =} BE L OA, (simetrie) (1). 

Dar, BE L AM (ipoteză) (2). Din (1) şi (2) =} BE L (OA, AM) =} 
=} BE L (OAM). Aşadar, dreapta BE este perpendiculară pe pla- 
nul OAM. 


VIII.G.20. a) Cum dreptele AA’, BB’ și CC’ sînt perpendiculare pe (ABC) 
(ipoteză) şi AA’ = BB’ = CC = AC = CB =a (ipoteză) =} AA’BB’ și 
AA'CC' sînt pătrate. (1) 


B 


Fig. VIII.G.20.a. 
Deoarece C'A’ L A'B' (construcție) şi C'A’ L AA’ (construcție) =) 


=} C'A' L (AA'BB') (2). Ducem A'R L AM =} C'R L AM (conform (2) 
şi teoremei celor trei perpendiculare). Deoarece C’ A” | (AA'BB') (conform 
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PS 
(2) =} CA” LA'R =) ACA'R dreptunghic m(C'A'R) = 90° (Vezi 
2 


a 
E a 
fig. VIILG20.a) =) CR=CA+LAR =) CR =+ — z5 
pes 4 
o, 2 6a? „p __ a30 
=a ToS 5 Aşadar, C'R = 5 


b) Notăm cu S proiecția punctului C’ pe dreapta BM. Pentru a cons- 
trui punctul S procedăm astfel deoarece C'A’ L (AA’'BB’), ducem A'S L 
L BM =} C'S L BM (teorema celor trei perpendiculare) şi astfel obținem 


proiecția punctului C’ pe dreapta BM. Cum m(A'SB) = 90° oricare ar fi 
punctul M € A'B' rezultă că triunghiul dreptunghic A'SB are lungimea 
ipotenuzei A’ B constantă. (Vezi fig. VIII.G.20.b.) =) Punctul S se găseşte 
pe un cerc de diametru A'B (constant), iar cînd M parcurge segmentul 
A'B', punctul S parcurge arcul de cerc A’SB’. (Vezi fig. VIII.G.20.b.) 

Astfel dacă M = B’ =} S = B’, dacă M=A' =) S= A’. Pentru 
M € A'B', punctul S este vîrful unghiului drept din A A'SB. (Vezi fig. 
VIII.G.20.b.) 


Fig. VIII.G.20.b. 


+ 

Orice alt punct T care nu se găseşte pe arcul A'SB' nu răspunde 
ia ipoteza : C'T | BM deoarece măsura unghiului A'TB este mai mică 
decît 90° — dacă T'se află în exteriorul cercului de diametru A'B (punc- 
tul Tı) — şi mai mare decît 90° — dacă T se află în interiorul acestui 
cerc (punctul T9). (Vezi fig. VIII.G.20.b.) a 

c) A ABN = A A'C'P deoarece sînt dreptunghice și au congruente 
„catetele::AB şi A'C”:(egale`cu'a — ipoteză) și ipotenuzele AN și A'P (ipo- 
„teză) =) BN=C'P'(1).'În Greptunghiul CC'BB' „(Vezi fig. VIII:G.20.c.), 
'B'N = CP (conform 1) (2). Notăm O intersecţia segmentului PN. eu. dia- 
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metrul CB' =} A B'NO=A CPO deoarece: B'N=CP (conform 2); 
OS AN AN 1N 

m(NB O) = m(PCO) (alterne interne) și m(ONB') = m(OPC) (unghiurile 

din O fiind concepute ca fiind opuse la virf). (Cazul U.L.U.) =) NO = OP 

oricum am alege punctele N şi P (NB = PC’) =) punctul fix este O mijlo- 

cul segmentului CB’ (Vezi fig. VIII.G.20.c.) 


C 4 
N 

P 

C B 


Fig. VIII.G.20.c. 


VIII.G.21. a) BA L (ADS) deoarece BA L AD (ipoteză) și BA L AS (ipo- 
teză : AS perpendiculara pe planul ABCD). (1) (Vezi fig. VIII.G.21.) 
AK i SD (ipoteză) (2). Din (1) şi (2) conform teoremei celor trei perpen- 
dicula:c, BK L SD =} BK înălţime în A SDB (3). Analog DH și SI sînt 
înălțimi in A SDB (4). Din (3) și (4) =} segmentele BK, DH, SI, fiind 
înălțimile triunghiului SDB, sînt segmente concurente în același punct 
— ortocentrul A SDB. (Vezi fig. VIII.G.21.) | 

b) Arătăm că AH este perpendiculară pe două drepte concurente 
conținute în planul (SBC): AH':L SB. (ipoteză): (1). Deoarece CB L AB 
(ipoteză) şi CB L: SA (ipoteză : SA L (ABCD) =) CB L (SAB) =) CB L 
L AH =} AH L CB (simetrie) (2). 


"Fig. VIH.G,21. 
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Din (1) şi (2) AH L (SB, CB) =} AH L (SBC). 

c) Analog cu demonstraţia de la punctul b), se arată că și AK L 
L (SDC) (1). 

Din AH L (SBC) şi HT L SC (T € SC), (ipoteză) =} AT L SC (con- 
form teoremei celor trei perpendiculare) (2). Să reținem că într-un plan 
(SAC) dintr-un punct A exterior unei drepte SC se poate duce pe acea 
dreaptă o perpendiculară și numai una (3). 

Din AK L (SDC) (conform (1)) și presupunind KT” L SC (T' € SC) 
(ipoteză) =} AT” L SC (conform teoremei celor trei perpendiculare) (4). 

C::nform (3) T =T În concluzie, perpendicularele duse din H şi 
K pe areapta SC, concurează în punctul notat T care este proiecția 
punctului A pe dreapta SC. 


VIII.G.22. 


1. AE L BC (ipoteză) (1). Cum DC L (ABC) (ipoteză) =} CD L AE 
(2). Din (1) și (2) =) AE L (BCD) =} AE L BD (3). Deoarece AF L BD 
(ipoteză și AE L (BCD)) =} EF L BD (4) (reciprocă a teoremei celor trei 
perpendiculare). 

Din (3) şi (4) BD L (EF, AE) =) BD L (AEF) (5). 

Conform teoremei : dacă o dreaptă „a“ este perpendiculară pe un 
plan „a“, atunci orice plan PB care conţine drepte „a“ este perpendicular 
pe planul „a“, rezultă că planul (ABD), care conţine dreapta BD perpen- 
diculară pe planul (AEF) va fi perpendicular pe planul (AEF). Aşadar, 
răspunsul este (ABD) L (AEF) (6). (Vezi fig. VIII.G.22.) 


> 
2. a) În ipoteză m(CAB) = 90° =} BA L AC (1). Cum DC L (ABC) 
(ipoteză) =) DC L BA (2). Din (1) şi (2) =} BA L (ADCO) (3). Deoarece 
planul (ABD) conţine dreapta AB perpendiculară pe planul (ACD), ur- 
mează — prin teorema de mai sus — ca planul (ABD) L (ACD) (4). 


Fig. VIII.G.22. 
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b) Știm că (AEF) L (ABD) (conform 1.6). Arătăm că dreapta CG 
este și ea perpendiculară pe planul (ABD) : CG L AD (ipoteză) (1). Cum 
AB L (ACD) (conf. 2.3) =} AB L CG (2). Din (1) şi (2) =} CG L (ABD) 


(3). În concluzie, planul (AEF) și dreapta CG sînt paralele. 


VIIi.G.23. 

a) Deoarece AO L OC şi AO L OB, (ipoteză) =} AO L (ABC) (1). 
Construm AA, L BC (2) din (1) și (2) =) OA L BC (3) (o reciprocă a 
teoremei celor trei perpendiculare). Cum A BOC este dreptunghic (OB L 
L CC = ipoteză) =} punctul A, se găsește între B și C (4). În A ABA;, 


AN 
AA, L BC =} m(ABA,) < 90°. (Vezi fig. VIII.G.23.) 


Fig. VIII.G.23. 


AN 

Tot aşa se arată că în A 4AA;C (AA, L BC), m(ACB)'< 90°. Pentru 
a demonstra că și măsura unghiului BAC este mai mică decît 90°, pro- 
cedăm asemănător ca în demonstrația precedentă, ducem BB, L BC 
(B, E€ BC) şi repetăm raționamentele făcute, schimbînd notația triunghiu- 
lui dreptunghic ABA, în BAB, =} m(BAB,) < 90°. În concluzie, în ipo- 
tezele date, A ABC are toate unghiurile ascuţite. 

b) În A AOA, ducem OH L AA, (H € AA;) (1). Cum BC L OA, 
(conform a3) și BC L AO (conform al) =} BC L (404,) =) BC 4 OH (2). 

Din (1) şi (2) =) OH L (BC, AA.) =} OH L (ABC) (3). 

Repetăm raţionamentele, ducînd în triunghiul dreptunghic BOB, 
(BO L OB — ipoteză) înălțimea OP (PEBB,) şi concluzionăm OP L 
L (45C). Cum, dintr-un punct exterior. unui plan dat se poate duce pe 
planul dat o perpendiculară și numai una, rezultă că OP = OH =} P =H 
și deoarece acest punct aparţine înălțimii BB, cât și înălțimii AA,, rezultă 
că el este chiar punctul de intersecție al înălțimilor triunghiului ABC. 
În concluzie, piciorul perpendicularei duse din punctul O pe planul ABC 
este chiar ortocentrul triunghiului ABC. 
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i ; : __be č _ beyt e 
În triunghiul dreptunghic BOC, OA, i [77 - NI ar În 
triunghiul dreptunghic AOA,, 


Ape ate E 0 aa || He 0) tei || eronat fetei 


ep | ue e 
apoi, ţinînd cont că în A AOA,, OH L AA, (construcţie), avem că: 
A a-b-c. Vb? + e2 Vd + c? __abe:Va?b? + be ea? 
b? c? V a?b? — 0e i e? 2 a?b? + b2c2 —- c2a2 

VIII.G.24. 

Soc = i (ipoteză OA L OB); (1) 

a?b? 
Soan ~ a (ipoteză OA L OB). (2) 
Construim OD L BC şi notăm OD = zx. (3) 


Cum OA L (BOC) (ipoteză) şi OD L BC (construcție) =} AD L BC 
(conform teoremei directe a celor trei perpendiculare). Notăm AD = y. (4) 


BC2. x2 


(Vezi fig. VIII.G.24.). Rezultă Sbsc = (din 3) și (3) 
Sine = BCU tain 4). (6) 
În ipoteză Snc = Soc + Soca + Soar înlocuim relaţii! (23, (2), 
(5) şi (6). n | 
Bey BEE ydi em A 


A 


Fig. VIII.G.24. 
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Cum y? — r? = a2 obţinem BC? a? = a?(b? + c2) =) BC = b? -+ e., 
Conform teoremei reciproce a lui Pitagora triunghiul BOC este dreptun- 
ghic în O adică OC L OB. În concluzie, conform cu demonstrația făcută 
relația OB L OC este adevărată. 


VIII.G.25. Pentru a construi punctele M, N, P, Q procedăm astfel din 
O ducem o perpendiculară pe planul ABCD. Fie O’ piciorul acestei per- 
pendiculare. Din punctul O’ ducem perpendiculare pe laturile paralelo- 
gramului astfel O'M L AB (M € AB); ON L BC (N €BC); OP LCD, 


O'Q L AD (Vezi fig. VIII.G.25.) (conform teoremei celor trei perpendi- 


Fig. VIII:G.25. 


culare — directă). Cum AB||CD și BC|| AD (ipoteză) =} punctele M, 
P, O' şi N, Q, O“ sînt coliniare =} intersecţia dreptelor MP şi NQ este 
tocmai punctul O’, care a fost notat în textul problemei S — deci O’ = S. 
Deoarece construcția punctelor M, N, P, Q a presupus OO’ L (ABCD); 
concluzia OS L (ABCD) este evidentă. 


VIII.G.26. 


Deoarece A'D L AA’ (ipoteză), urmează că dreapta A'D se găsește 
într-un plan perpendicular pe dreapta AA’. Fie a acest plan. Cum AA’ L 
L (ABC) rezultă : 


a | | (ABC). (1) 

Deoarece DB L AB (ipoteză) urmează că dreapta DB se găseşte 
conținută într-un plan perpendicular pe dreapta AB. Fie f acest plan. 
(Vezi fig. VIII.G.26.) Cum AC L AB (ipoteză) și AA’ L AC (ipoteză), ur- 
mează că dreptele AA’ și AC sînt paralele cu planul fi deci: 


BII (440). (2) 
Deoarece planele a și B sînt paralele cu planele (ABC) şi (A'AC) 
(conform (1) și (2)) care sînt concurente după dreapta AC, urmează că 


planele a și B se interesectează după o dreaptă paralelă cu AC. Fie d 
această dreaptă și din d|] AC =} d .L (AA’B). (3) 
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Fig. VIII.G.26. 


Notăm D’ piciorul acestei perpendiculare pe planul (AA'B). Din 
ipotezele problemei D € a N b =} D Ed. 

Cum A'D' Ld şi A'D’ =a iar A'D = a}Ẹ2 (ipoteză), punctul D îl 
construim ducînd în a un cerc de centru A? și raza A'D = aV2. Construc- 
ţia are 2 soluții, D și D; fiind punctele situate de o parte și de alta a planu- 
lui AA'B. Convine doar soluţia cu D în același semispaţiu cu C. Rezul- 
tatele ne sugerează următoarea construcție  ducînd prin A’ parelele la 
AB şi AC obținem planul a. Ducînd prin B paralele la AA! și AC obţinem 
planul p. Intersecţia planelor a, (AA'B) și f va fi punctul D’, iar 
DD’ L(AA'B). 

Cum A DD'A' este dreptunghic (conform 3) şi AA'BD' este 
pătrat (demonstrat) =Y DD' = | 2 — œ = a. Fie D” proiecția punctu- 
lui D pe planul planul (AA'C) =) DD” = A'D’ = a =} AA'CD” pătrat 
(construcție) =} CD” DD” pătrat (construcţie) =} CD, CB, BD sînt dia- 
gonalele unor pătrate de latura a, deci, A BCD echilateral de latura a |2. 


VIII.G.27. 

Directă Dacă DO L (ABC) (1) şi AD L BC (2) =) AOL BC. Fi 

e tratie : Din (1) =) DO L BC (3). Din (2) și (3) =) BC 

al (ADO) 2) “Be L AO =} AOL BC (simetrie). (Vezi fig. VIII.G.27.) 

Peciprocă Dacă DO L (ABC) (1) şi AOL BC (2) =} AD L BC. 

Demonstraţie Din (1) =} DOL BC (3). Din (2) şi (3) =} BC L 
| (40D) =} BC L AD =) AD L BC (simetrie). 

i Observație putem considera directa dreptă reciprocă și invers. 
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Fig. VIII.G.27. 


VIII.G.2S. 


Directă Dacă MA = MB = MC (1) şi OA=OB=0C (2) atunci 
OM L (ABC). (Vezi fig. VIII.G.28.) 

Demonstraţie : Presupunem că MO nu este perpendiculară pe (ABC) 
şi ducem MO’ L (ABC), O' € (ABC) şi O’ = O0. =} A MO'A = A MO'B= 
= A MO'C, deoarece sînt triunghiuri dreptunghice, cu cateta comună 
MO’ şi ipotenuzele congruente (conform 1). Rezultă 0O'A=0'B=OC, 
deci O’ este centrul cercului circumscris triunghiului ABC (intersecția 
mediatoarelor). Atunci O” = O, deoarece centrul cercului circumscris unui 
triunghi este un punct unic, rezultă OM L (ABC). 

Reciprocă : dacă MO L (ABC) (1) şi OA=O0B=0C (2) =) MA = 
= MB = MC. 

Demonstraţie : din ipoteza (1) şi (2) =) ^A MOA {= ^ MOB= 
= A MOC fiind triunghiuri dreptunghice (conform 1), avînd o catetă co- 
mună MO şi catetele OA, OB, OC congruente (conform 2) =) MA = 
= MB = MC. | 


ni 
> a 


l 7 
x 77` 
4 7 

/ 
/ 
1 / 
/ 


I 
I 


l 
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Fig. VIII.G.28. 
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VIII.G.29. a) Notăm EN =z; ACN BD = (0). Cum AO L DB (ipoteză, 
diagonalele rombului sînt perpendiculare) și MA L (ABCD) (ipoteză) =) 
=} MO L BD (conform teoremei celor trei perpendiculare) (1). 


Asemănător, NO L BD (2). (Vezi fig. VIII.G.29.) 


Li = 


Li 
A 8 £ R 


Fig. VIII.G.29. 


Deoarece muchia diedrului determinat de planele (MBD) și (NBD) 
este BD şi din (1) şi (2) =} unghiul plan corespunzător acestui diedru 
este MON. În ipoteză m(MON) = 90° =} MN? = MO? + NO?, relație care 
care devine după înlocuiri succesive (folosind triunghiurile dreptunghice 
MAO şi NEO — ipoteză): MN? = (AM? -+ AO? + (NE? + EO?) ; MN ?= 
= (502 + 162) + (x? + 34?) (3) (căci EO = AE — AO = 56 — 16). 

Apoi, în planul MAE, ducem MS L NE (S€ NE) şi în triunghiul 
dreptunghic MSN, evaluăm din nou MN. 

MN? = MS -4+ SN2; MN?= 50? 4- (x — 502 (MS=AE deoarece 
patrulaterul MAEN este dreptunghic — din construcție) (4). 

Egalînd relațiile (3) şi (4) obținem : 502 -+ 162 -+ 34? + x? = 50? + 
+ 50? + x? — 100x =} 100x— 50? — 16? — 342 =} 100x = 84:16 — 
— 162 = 16(84 — 16) = 16:68. 

x = 8-34 : 25 = 272 : 25 ; x = 10,8 cm. 

Observație : deoarece (x — 50} =(50 — x)? nu are importanță dacă 
în ilustrarea grafică punctul S se găsește sau nu între punctele N şi E. 

b) Calculăm lungimea OB (A AOB dreptunghic — ipoteză) OB? = 
— AB? — AO? =} OB= 12 cm. Evaluăm aria rombului ABCD. Aria 
ABCD = 24-32 : 2 = 12:32 cm? (1). 

Notăm piciorele perpendicularelor din E și A pe dreapta DC, FE’ și 
respectiv A’. Prelungim EF’ și notăm R intersecția dintre EF’ și AB, 
apoi construim CLL AB (L€ AB). Aria rombului ABCD este şi AB- 
.CL = 20 -CL (2). 
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Egalînd relaţiile (1) şi (2), obținem 32.12 = 20.CL (=) CL = 
_ 32-6 _ 32-3 


= cm. 
10 5 
Deoarece AA'RE' este dreptunghi (construcție) =} A'E= AR este 
suficient să calculăm AR. Cum A ACL— A ARE (CL||ER) =) a = 
A 
303.92 [392.52 — 392.32 i 
_ AS aa AL = lao: — 32 __ 322-529 — 32.3? _ 32 4128 y 
AR 5? 5 5 5 
2 
=} AR = AE. AL : AC = 50: = : 32 = 1 280 : 32 = 40 cm. 
În concluzie, A'E’ = AR = 40 cm. 
VIII.G.30. a) Din MO L (ABCD) (ipoteză) =} MO L CP. (1) 
Din CP L DB (ipoteză) =} CP L (DMB). (2) 


Oricare ar fi planul care conține dreapta CP, va fi un plan per- 
pendicular pe planul (MDB). În cazul de față planul (PQO) L (MDB). 
(Vezi fig. VIII.G.30.) | 

b) Ducem PR L MD (1) (RE MD). Din (1) şi (2a) =} CR L DM con- 
form teoremei celor trei perpendiculare) (2). Muchia diedrului format de 
planele (PQC) şi (PRC) este dreapta PC. Deoarece PQ L PC (conform 2a) 
şi RP L PC (conform 2a) =} unghiul plan corespunzător diedrului în 
discuție este RPQ. Cum ipoteza presupune plane perpendiculare 


Pai 
m(RPQ) = 90° =} QP L PR (3) =} MPRQ este dreptunghi deoarece 
PQ L MB (reciproca teoremei celor trei perpendiculare) şi PR L MD 
(construcție) =} m(RMB) = 90° =) triunghiul DMB dreptunghic în M. 
Cum în A DMB, MO este înălțime și mediană (ipoteză) =} A DMB este 


şi isoscel =) MO = 2 = = (ipoteză  diagonalele dreptunghiului sînt 


congruente). (Vezi fig. VIII.G.30.) 


MW 


Fig. VII1.G.30. 
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rpi AC 
În concluzie, în ipotezele date propoziția MO aza este adevărată. 


VIII.G.31. a) Deoarece MA L (ABCD) (ipoteză) şi AD L DC (ipoteză) =} 
=} MD L DC (conform teoremei celor trei perpendiculare) =} A MDC 
este dreptunghic în D. (1). (Vezi fig. VIII.G.31.) 


M 


A 8 


Fig. VIII.G.31. 


În triunghiul dreptunghic MAD (ipoteză) AD < MD, adică x < MD. 
(x EN”). 
În triunghiul dreptunghic MDC (conform 1) MD < MC (pentru am- 
bele inegalităţi : într-un triunghi dreptunghic, o catetă este mai mică 
decît ipotenuza) =} laturile care pot avea ca lungimi numere naturale 
consecutive sînt: DC =x ; DM =x+1; MC=z—+2. 

Conform teoremei lui Pitagora x? + (x + 1} = (x+ 2} ; ecuație 
care după efectuarea calculelor devine : 
x? — 2x — 3 = 0 (=) t — 2x 4+1 —4=0 (=) (1 —1}—4=0 (=) 


xr+1=0 
(=) erau | sau 
Â 2—3=—0 


şi, deoarece x E N*, soluţia unică este: x = 3. În aceste condiţii laturile 
A MDC sînt 3, 4, 5. 

b) Ducem. AF L MD (1). Cum DC L AD — (ipoteză) și CDL MD 
(demonstrat) =} DC L (ADM), adică DC L AF (2). Din (1) și (2) =) 
=} AF L (MDO) deci AF reprezintă distanţa de la A la planul MDC. 
(Vezi fig. VIII.G.31.) În triunghiul dreptunghic MAD (conform 1a), AF = 


ADAU În ipoteza (a) AD = 3, MD = 4 ; AM = V7 = apa 
MD 
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c) În A MAB dreptunghic (ipoteză), ducem AE L MB. (Vezi fig. 
VIII.G.31.). Cum triunghiurile dreptunghice MAD și MAB sînt congruente 
(catetă, ipoteză) =} înălțimile corespunzătoare ipotenuzelor con- 
gruente, sînt congruente, adică: AF = AE =) DF = BE. În A MDB care 


MI A y 
este isoscel (demonstrat), rapoartele AN Și SL sînt egale (demonstrat) =) 


MD ME 
=} EF || DB =} EF||(ABCD) (fiind paralelă cu dreapta DB din planul 
ABCD). 


VIII.G.32. Notăm triunghiul dreptunghic ABC (mA = 909) şi presupu- 
nem AB = 7 şi AC = 24 =ð BC = 25 (Pitagora) Apoi notăm f planul 
care trece prin ipotenuză și face cu planul (ABC) un unghi de 30°. Fie 
AD L BC. Prin dreapta AD, ducem un plan a perpendicular pe planul 
(ABC), ducînd, de exemplu, AE L (ABC). (Vezi fig. VIII.G.32.) Planul 
determinat de AE și AD este tocmai planul a. Acesta intersectează pla- 
nul 6 după o dreaptă DF. Cum BC L AD (construcție) și BC L AE (cons- 
trucția planului a) =} BC L a =} BC L'DF. 

Așadar, dreptele ADC (ABC) şi FDC ß sînt perpendiculare pe 


muchia BC a diedrului determinat de planele (ABC):și B8 =} ADF este 
unghiul plan corespunzător diedrului în discuţie =} construim în planul 
a, AP L DF (P € DF). 


AN ` 
În A APD (dreptunghic în P), m(ADP) = 30° (ipoteză) iar în tri- 
; f : AB-AC 7-24 
unghiul dreptunghic ABC avem că: AD Ae = Ea =} AP care 
este distanța de la punctul A la planul f (construcție) are măsura lungimii 


AP = — AD TRE NE 3,36 cm. Așadar, distanța de la A la planul ĝ 


2 25 25 
este AP = 3,36 cm. 


Fig. VIII.G.32. 


VIII.G.33. Pin AD L (ABC) (ipoteză) și DE L BC (ipoteză) =) AE Ł BC 
(conform unei reciproce a teoremei celor trei perpendiculare). (Vezi fig. 
VIII.G.33.) 


34) 


Fig. VIII.G.33. 


Deoarece A ABC este echilateral, înălțimea AE este şi mediana 
laturii BC. CE = EB deci şi mediatoarea acesteia =} centrul cercului cir- 
cumscris A ABC se găsește pe AE şi anume situat la E de latura BC și la E 
de virful A =} Aria A DAO = (dreptunghic în A, ipoteză) SOAD 

a) Urmează să calculăm AO conform cu raţionamentele făcute. Mai 
întii calculăm lungimea segmentului AE AE — 9 cm (se calculează con- 
form teoremei lui Pitagora, în A dreptunghic AEB — construcţia punc- 


tului E =) A0=3 -3= 6 cm). 

Așadar aria A DAO = = 24 cm?, iar perimetrul triunghiului 
DAO va fi: AO+AD+DO=6+4+8+4+10—24 cm (unde DO = 
= V 40+ AD5, 

b) În A DOE înălțimea relativă laturii OE este tocmai DA (ipoteză 
AD L (ABC). Cum OE = = (apotema triunghiului echilateral este jumă- 


tate din raza cercului circumscris) rezultă OE = 3 și deci aria A DOE = 
__ OE-AD _ 3.8 a ae da 

2 2 

c) Cum BC L DE (ipoteză) și BC L AE (demonstrat) =} unghiul 
plan corespunzător diedrului determinat de planele (ABC) şi (DBC) este 
tocmai unghiul DEA. (Vezi fig. VIII.G.33.) În triunghiul dreptunghic ADE 

Ea AD 8 

ipoteză DEA) = — ==. 
(ipoteză) tg (DEA) Ap 29 
VIII.G.34. a) Pentru că SM L (ABCD) (ipoteză), construim MN L AB, 
(NE AB =} SN L AB (conform teoremei celor trei perpendiculare). (Vezi 
fig. VIII.G.34.) =) SN este înălțimea triunghiului SAB. Deoarece DM = 
= MC (ipoteză) şi MN L DC (construcţia MN L AB) =} MN L DC, căci 
AE |i DC (ipoteză) =} MN este mediatoarea laturii DC. Cum ABCD este 
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trapez isoscel (ipoteză) =} MN este și mediatoarea laturii AB deci AN = 
= NB =) MN, este axa de simetrie pentru trapezul ABCD. =} A SAB 
este isoscel (SN este înălțime conform teoremei celor trei perpendiculare 


SN L AB, dar și mediana laturii AB) =} Aria A SAB = rail . Calcu- 


+] 


lul lungimilor AB şi SN. 
Pentru a calcula lungimea AB, ducem CE L AB, (E € AB). Deoa- 
rece m(GBĂ) = 30 (ipoteză) =) CE = = = 5 =3 cm =) EB=3: 


V'3 cm. Deoarece AB = 2- EB + DC trapezul fiind isoscel și DC = CB, 
urmează că AB = 6 + 6 V3 = 6(1 + V3) cm. 

Pentru a calcula lungimea segmentului SN aplicăm teorema lui 
Pitagora în A dreptunghic SMN (ipoteză) :: 

SN? = SM? + MR? ; SN? = 3 + MN?. Cum MN = CE (ambele repre- 
zentind distanța dintre dreptele paralele ale trapezului AB și DC =} 
=} SN = 3+9 = 12; SN =2 V3. 


Aşadar, Aria A SAB = aaan SE tiu Ei = 6 Vă + V3) cm2. 


b) Planul SMN conţine dreptele concurente (SM L (ABCD)) și MN, 
mediatoarea segmentelor AB şi CD) =) (SMN) L (ABCD) și orice punct 
din acest plan este egal depărtat de capetele. segmentelor AB şi CD. 
Aces: plan se numește „planul mediator“ al segmentelor AB și CD. Cum, 
muchia diedrului determinat de planele SAB şi ABCD, dreapta AB, este 
perpendiculară pe SN și MN (demonstrat) =} unghiul plan corespunză- 
tor diedrului de mai sus este chiar SNM =). În A dreptunghic SMN 


(ipoteză) tgSNM = sE = E =} m(SNM) = 30°. În concluzie; măsura 


unghiului plan care corespunde. diedrului în cauză este de 30°. 


4 


Fig. VIII.G.34. 


VIII.G.35. a) Construcţia punctului I. (Vezi fig. VIII.G.35.) 

Deoarece AO L OC şi AO L OB (ipoteză) =) AO L (COB). 

În planul COB ducem OI L CM, UE CM) =} AI L CM, (conform 
teoremei celor trei perpendiculare). (Vezi fig. VIII.G.35.) 

Calculul segmentelor OI şi AI 

Pentru a calcula lungimea segmentului OI raționăm astfel Ol este 
înălțime în A dreptunghic COM (ipoteză și construcția precedentă) =} 


Fig. VIII.G.35. 


=)0I = OC.OM : MC. Evaluăm lungimile acestor segmente : OC = c (ipo- 
teză) ; OM = OB : 2 = 2b : 2 ; OM = b (ipotezele OB = 2b şi OM =MB); 


CM =|\b? F 2 (Pitagora în A dreptunghic COM — ipoteză) =) 


pena 
IZo =——— e 


Pentru a calcula lungimea segmentului AI aplicăm teorema lui 
Pitagora în A dreptunghic AOI (m(4O0D) = 90° — ipoteză) : A? = AO? + 


b2c2 a?b? + b2c2 + c2a? 
— AI = |/ æ 2 | ee ca 
+on=yar=|a +a Fa Ia 


b) Muchia diedrului ‘respectiv este dreapta AC. Ducem un plan 
perpendicular pe această muchie. Acesta va conţine două drepte concu- 
rente, perpendiculare pe AC și conţinute în planele AMC și AOC. Unghiul 
acestor drepte este tocmai unghiul plan corespunzător diedrului dat 
(definiţie). Procedăm astfel : deoarece MO L (AOC) (ipoteză) (1), ducem în 
planul (AOC) ON L AC (2). Din (1) şi (2) =) MN L AC (conform teo- 
remei directe a celor trei perpendiculare) (3). Rezultă că planul descris 
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mai sus este planul determinat de dreptele concurente MN și ON şi 
unghiul plan căutat este MNO (ambele drepte fiind perpendiculare pe 
AC și conţinute în planele AMC și AOC). Cum MON este dreptunghic 


Ș , ` ; ~ OM 
în O (ipoteză MO L ON), tg(MNO) = —— Deoarece OM = b (ipoteză), 


ON 
i TAI ERE 
calculăm ON în A dreptunghic AOC oc= 94-00 he te deci 


A 2 2 
tz No) = bb F pote 


c) Deoarece OI L CM (construcţie) oricare ar fi poziţia punctului 
M € OB, rezultă că în triunghiul dreptunghic OIC, ipotenuza OC are 
lungimea constantă OC = c. Așadar, în ipotezele problemei, toate punc- 
tele de felul punctului I se vor găsi în planul COB și vor fi virfurile 
unor triunghiuri dreptunghice construite în planul COB şi care au ipo- 
tenuza comună OC =c. Aceste puncte le construim astfel: în planul 
COB (și de aceeași parte cu punctul B construim un semicerc de diame- 
tru constant OC = cc). Orice punct I de pe acest semicerc conduce la 


AN 
m(OIC) = 90° (proprietate comună a punctelor I). Oricare alt punct T 
din (COB) care nu se află pe semicercul de mai sus nu are proprietate 
m(OIC) = 90° ; deoarece, dacă I” se găsește în afara semicercului con- 
struit, m(OI'C) < 90%, și, dacă I’ se află în interiorul semicercului con- 


struit, m(OTT) > 90°. | 
Spunem „locul geometric al punctului I cînd M descrie segmentul 


AB şi AI L CM (ceea ce conduce la m(OIC) = 90°), este un arc de cere 
inclus în semicercul din planul COB al cărui diametru este segmentul 
constant OC = c“. Să observăm: dacă O =M atunci I =0, iar dacă 
M = B, I va fi în A COB piciorul înălțimii (punct fix) relative ipotenuzei 
BC. În acest fel capetele arcului de cerc sînt punctele O şi I (fix). 

VIII.G.36. a) Deoarece MN L (ABCD) (1) ducem MR L AB (Vezi fig. 
VIII.G.36b.) (2) =) NR L AB (conform teoremei celor trei perpendicu- 
lare) (3). În triunghiul dreptunghic NMR (ipoteză), calculăm NR (Pita- 
gora), NR? = NM2+ MR? (4). Cum NM = em (ipoteză), rămine să 


evaluăm lungimea segmentului MR. De exemplu, procedăm astfel (Vezi 


fig. VIIL.G.36b.) 
În A ABD ducem DS L AB (S € AB). Cum MR L AB (construcţie) 


=} A AMR ~ A ADS și raportul de asemănare este 5 = g (ipoteză) 


Aşadar, mai trebuie evaluat DS. Aria A ADB = DB: AO = AB- DS 
2 


(E 


(O fiind intersecția diagonalelor rombului) Şi deci, 
12-4O __10.D$S 


2 2 


z 


Fig. VIII.G.36.a. Fig. VIII.G.36.b. 
Cum AO = 8 cm (din A dreptunghic AOD, ipoteza AC L BD) =} 
=j arns cm (6). Înlocuim (6) în (5) m=“ cm. Înlocuim în (4) 
29 


NR = 48: V26 cm. 
25 

b) Unghiul plan corespunzător unghiului diedru determinat de pla- 
nele NBC și ABCD îl obținem ducînd prin MN un plan perpendicular 
pe AD (implicit pe BC || AD). (Vezi fig. VIII.G.36a.) Dreptele de inter- 
secție cintre acest plan și planele ABCD și NBC, le notăm MP şi res- 
pectiv NP (P € BC, muchia diedrului). Cum MP L AD şi MP L BC (cons- 
trucție) =} MP, este înălțimea rombului relativă laturii AD, ori MP = 
= DS. (Distanţele dintre dreptele paralele AD|| BC și AB|| DC, sînt şi 
8 


înălțimile rombului). Așadar, MP = 2 (enorma 6 a). Cum MN = — 


5 
MN i = 
MP 


şi efectuînd calculele obținem 


(ipoteză) şi MN L (ABCD) (ipoteză) =} tg(MNP)= 


[AN 
m(MPN) = 45°. 

c) Dacă planul a este paralel cu dreapta perpendiculară în A pe 
planu} ABCD, atunci el este paralel cu dreptele perpendiculare în B, C 
şi D pe planul ABCD și deci punctele A’, B', C’ şi D’ sînt puncte la 
infinit (practic ele nu există). În caz contrar, punctele A“, B’, C’, D’ există 
şi sînt vîrfurile unui paralelogram. 

Demonstrație : Notăm dreptele perpendiculare pe (ABCD) și care 
trec prin A, B, C, D, du, do, 'da, da (ordinea indicilor este ordinea alfabe- 
tică a punctelor A, B, C, D) (Vezi fig. VIII.G.36.a) =) planele (ddy) şi 
(dad;) sìnt- paralele (ipoteza problemei). Analog, planele (d2ds) și (dadi) sînt 
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paralele. Cum dia =} dN a= {4}. Asemănător, dN a = {B°}; 
dN a = (C şi d, N a = {D}. Cum (dudo) ||(dz3d;) planul a le inter- 
sectează după două drepte paralele (teoremă) =} A'B'||C'D'. 

Asemănător se demonstrează ca B'C’|| A'D’. În concluzie: dacă 
da atunci punctele A”, B', C’ D' există și patrulaterul A’B'C’D’ este 
paralelogram. 


VIII.G.37. Deoarece MA L (ABCD) (ipoteză) și AO L BD (diagonalele pă- 
tratului sînt perpendiculare) =} MO L DB (conform teoremei celor trei 
perpendiculare) =} A MDB este isoscel deoarece mediana MO relativă 
laturii DB (DO = OB — ipoteză) este și înălțimea relativă laturii DB ¢de- 
monstrat). Deci, MD = MB (1). Deoarece MA L (ABCD) (ipoteză) și AB L 
L BC (ipoteză ABCD este pătrat) =} MB L BC (conform teoremei celor 


trei perpendiculare) =} A MBC este triunghi dreptunghic : m(MBC) = 
= 90° (2). Analog se demonstrează că MD L DC şi deci A MDC este 
N 
dreptunghic în D : m(MDC) = 90° (3). 
Din (1), (2), (3) şi faptul că ABCD este pătrat =} A MBC = A MDC 
(cazul C.C.). (Vezi fig. VIII.G.37.a.) 


Fig. VIII.G.37.a. 


Deoarece în triunghiuri congruente medianele relative laturilor 
congruente sint congruente, rezultă că în triunghiurile MBC şi MDC, me- 
dianele CE şi CF (ipotezele ME=EB şi MF = FD) sînt congruente : 
CE = CF =) triunghiul CEF este isoscel (4). Conform propoziției de mai 
sus relativă la triunghiurile congruente, în triunghiurile dreptunghice 
MAB şi MAD (ipoteza AM L (ABCD)) care sînt congruente (ipoteza ABCD 
este pătrat), medianele AE și AF sînt congruente: AE = AF =) triun- 
ghiul AEF este isoscel (5). | 


aul 


Să precizăm că punctele M şi O aparţin planelor (MAC) şi (MDB) 
=) MO este dreapta de intersecţie a planelor (MAC) și (MDB), iar în 
A MDB, EF este linie mijlocie (ipoteză). (6) 

În triunghiul MDB, MO este intersectat de linia mijlocie EF 
(ipoteză) într-un punct, de exemplu R =} MR= RO (7) (deoarece în 
A MDO conform Thales : E = Mle = 1), dar și FR = RE (8). 

FD RO 

Deoarece CR L EF (vezi 4) dar și CRC (MAC) =} dreapta MA 
intersectează planul CEF într-un punct notat P (ipoteză) şi pe care îl 
construim prelungind dreapta CR pină la intersecţia cu dreapta MA. 

a) În triunghiurile isoscele CEF (4) și AEF (5) segmentele CR şi AR 
fiind mediane (conform 8) =) CR L EF şi AR L EF =) unghiul ARC 
este unghiul plan corespunzător diedrului format de planele (CEF) 
şi AEF. l 

În A ARC mediana RO are ca lungime jumătate din latura AC (ipo- 


1AN 
teză) =} A ARC este dreptunghic în R =} m(ARC) = 90° =} (CEF L 
L (AEF). (9) 

b) Să remarcăm că planele (ABC) și (CEF) (care conțin dreptele 
paralele DB || EF (conform 6)) fiind şi concurente, avînd punctul C co- 
mun =) dreapta lor de intersecție — muchia diedrului — care trece 
prin punctul C, va fi paralelă cu dreptele DB și EF (căci, presupunînd 
contrariul ar rezulta că planele (ABC), (CEF) şi planul determinat de 
paralele DB și EF ar avea un punct comun și deci DB || EF (absurd). 
Folosind această remarcă, unghiul plan corespunzător diedrului format 
de (ABC) şi (CEF) îl construim ducînd prin punctul C (şi care aparține 
muchiei diedrului) un plan perpendicular pe dreptele EF şi respectiv DB 
(care sînt paralele cu muchia diedrului). Acesta este tocmai planul MAC, 
deoarece — de exemplu BD L AC (ipoteza ABCD pătrat) şi BD L AM 
(ipoteza MA L (ABCD)). Dreptele de intersecție dintre planul (MAC) 
pe planele (CEF) și (ABCD)) sînt și laturile unghiului plan corespunzător 
pe planele (CEF) și (ABCD) sînt şi laturile unghiului plan corespunzător 
diedrului în cauză =} unghiul PCA este unghiul plan căutat. 


Deoarece în triunghiul dreptunghic ARC (conform 9) RO = E 
iar în triunghiul dreptunghic MAO, (ipoteză) AR este mediana relativă 


ipotenuzei MO, deducem AR= PoE și deci triunghiul ARO este 


echilateral =) în A dreptunghic ARC, m(RCA) = 30°, adică măsura un- 
ghiului plan corespunzător diedrului format de planele (CEF) și (ABC) 
este de 30°. 

c) În A MAC, dreapta CP trece prin mijlocul R al medianei MO 
(demonstrat). (Vezi fig. VIII.G.37.b.) 

Ducem prin O, OS || RP (SE MA) =} PR linie mijlocie (prin reci- 
procă) în A MSO =) MP= SA. Rezultă concluzia problemei : 


348 


Fig. VIIL.G.3i.b. 


Altă soluție. Se aplică teorema lui Menelos în A MAO, transver- 
sala fiind dreapta CP : 


CO PA EM _ 
CA PM RO 
Cum CA = 200 (ipoteză) și MR = RO (conform 7) = . r >= 


=1 =) PA=2-:PM. 


VIII.G.38. Se verifică prin reciproca teoremei lui Pitagora că A ABC nu 
este dreptunghic. Dacă, de exemplu, A ABC era dreptunghic în B, atunci 


AN 
unghiul ABC fiind drept și avînd BC CP (o putem considera paralelă 
cu P) se proiectează pe planul P tot după un unghi drept. (Teorema : un 
unghi drept se proiectează pe un plan tot după un unghi drept dacă cel 
puțin una din laturile lui este paralelă cu planul de proiecție). Nu putem 
trage însă concluzia că A A’BC nu are în B sau în C unghiul cu măsura 
de 90°. (Vezi fig. VIII.G.38.) 


A 


cng ay er dp cb a an yp am ar am am 


Fig. VIII.G.38. 
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Stabilim în care dintre vîrfurile A’, B sau C poate fi unghiul drept, 
calculînă pătratele lungimilor laturilor A A'BC. Astfel: în triunghiul 
dreptunghic AA'B (ipoteză) A’B? = 64 — x? (unde x= AA’). În triun- 
ghiul dreptunghic AA'C (ipoteză) A’C? = 49 — x?. Verificăm care este 
valoarea de adevăr a concluziei teoremei lui Pitagora în următoarele 
cazuri 

a) BC? -- BA”? = CA’? ; 25 + 64 — r? = 49 — a, fals deci, unghiul 
drept nu este în B. 

b) BC? + CA”? = BA’? ; 25 + 49 — x? = 64 — 2, fais deci, unghiul 
drept nu este în C. 

c) BA? + CA”? = BC”? ; 113 — 2r? = 25 (=) 2x? = 88 (=) x= 
= 44 =} 1 = 2 V11, unghiul drept este în A’ iar AA’ = 2 Vu =) BA” = 
= 64 — 44 = 20 ; BA’ = 2 /5 cm şi CA’? = 49 — 44 = 5 cm, CA' =5 cm. 


Aria A A'BC = ALA = ie 5 cm. 


VIII.G.39. Notăm cu planul de proiecție și deci punctul D este proiecția 
pe planul a a punctului A (ipoteză). (Vezi fig. VIII.G.39.) 

Dacă AB= AC ar rezulta că triunghiurile dreptunghice ADB şi 
ADC sînt congruente (cazul C.C.) =} DB = DC, congruența care contra- 
zice ipotezele DC = 5 cm şi DB = 13 cm. Aşadar, AB-4 AC. Presupunem 
AB = BC. 


a 


Fig. VIII.G.39. 


În triunghiul dreptunghic BDC (ipoteză) BC? — 169 + 25 = 149 cm 
=} AB = VI94 cm. În A ADB (m(ÂDB) = 90%), AD = \194— 169 = 
— V235 =5 cm. în A ADC (m ÁDÙ) = 909) AC = V2-25 = 5 }2 cm. Aşa- 
dar, dacă AB = BC, laturile A ABC sînt AB = BC = V194 cm şi AC = 
= 5 cm. 

Presupunem AC=BC, deci AC = BC = V194 (demonstrat). În 
A ADC (m(ÁDC) = 90°), AD = V 194 — 25 = V196 = 13 cm. în A ADB 
(m(ADÈ) = 909), AB = V 2-169 = 13- V2 cm. 
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Așadar, dacă AC = CB laturile triunghiului ABC sînt AC = BC = 
=f 194 cm şi AB=— 132 em. 


Observaţie. În ambele cazuri triunghiul isoscel ABC se poate cons- 


trui (suma laturilor congruente fiind mai mare decît latura necongruentă). 
Problema are două soluţii. 


VIII.G.40. a) Veriticăm dacă este adevărată relația din concluzia teo- 
remei directe a lui Pitagora AM2=— 402; MB2= 1202; AB? = 16a? =j 


=} AB? = AM? + MB? =} m(ÂMB) = 90° (conform reciprocei teoremei 
lui Pitagora) =} Aria A AMB = AM-MB _ 20-2443 = 24? V3. 


Fig. VII1.G.40. 


Construim MN L AB (NC AB), ducînd MM’ La şi apoi M'N L 
L AB (conform teoremei celor trei perpendiculare). (Vezi fig. VIII.G.40.) 

Triunghiul MM'A este isoscel și dreptunghic (ipoteză) MM" L AM’ 
și MM' = AM' Notăm MM’ =. În A MM'A (conform Pitagora) avem : 
2x? = 4a% (=) m2=2a02 =} z=—aV2 şi deci MM'=—aV2. (Vezi fig. 
VIII.G.40.) | 
În triunghiul dreptunghic AMB (demonstrat) calculăm lungimea 
înălțimii MN, relativa ipotenuzei AB : 


= AM MB pepe E aaa 


MN 
În triunghiul dreptunghic MM'N (ipoteză) calculăm lungimea cate- 
tei M'N : M'N = VMN? — MM? = Ẹ 3a2— 202 = a. 
Se poate calcula aria A AM'B. 
AB-M'N__ 4a-a 


: tD i iei ———— 2a? 
Aria A AM B 2 2 
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b) Unghiul plan corespunzător diedrului determinat de planele a 
şi (4MB) este unghiul MNM’ deoarece planul MNM’ este perpendicular 
pe muchia AB a diedrului dat (demonstrat). Calculăm o funcţie trigono- 
metrică a unghiului MNM’. În triunghiul dreptunghic MM'N notăm 


AN 
mMMNM') = &. 


cos (J) =—— = R= 3 
(2) NM a3 3 
Deoarece cos 45° = la, cos =: constatăm că > <B E 


deoarece A < că al (=) măsura unghiului MN'M este cuprinsă între 


9 2 
45° şi 60°. 
VIII.G.41. 


a) În triunghiul dreptunghic AC'C (CC L AC’ ipoteză) OO’ este linie 
mijlocie (O şi O’ fiind intersecțiile diagonalelor rombului și pătratu- 
lui) =) 00'||CC' =} OO’ La =} punctul O se proiectează în O’. 
Deoarece rombul ABCD se proiectează pe a după un pătrat, înseamnă 
că proiecţiile diagonalelor rombului pe planul a sînt chiar diagonalele 
pătratului. Știind că atît diagonalele rombului cît şi diagonalele pătra- 
tului sînt drepte perpendiculare, înseamnă că, de exemplu, unghiul drept 
AOB din spațiu se proiectează pe planul a tot după un unghi drept şi 


AN 
anume, AO'B' (Vezi fig. VIII.G.41.) =) OB||O'B' =) (reciprocă : dacă 
un unghi drept din spaţiu se proiectează pe un plan și dacă unghiul de 
proiecţie este unshi drept, atunci cel puţin o latură a unghiului din 
spaţiu este paralelă cu planul de proiecţie) =} BD||B'D'. Muchia die- 
drului determinat de romb și pătrat va trece prin punctul A (ipoteză), 
şi va fi paralelă cu diagonalele DB și D'B'. (Teorema două drepte para- 
lele situate în două plane care se intersectează, sînt paralele cu dreapta 
de intersecţie a celor două plane.) Unghiul plan al diedrului în cauză va 


Fig. VIII.G.41. 
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fi determinat ducînd un plan perpendicular pe muchia diedrului (sau, de 
exemplu, pe diagonala BD). Acest plan este planul CAC’, iar unghiul 


plan corespunzător este CAC”. 


ÎN 
Cum 00' = SE (ipoteză) şi AO” = zl = 


pătratului AB'C'D' de latura a) =} A0=V/2a2—aV2. în triunghiul 
dreptunghic OO' A (demonstrat) ipotenuza AO este de două ori mai mare 
AN AN 

decît cateta AO' =) m(OAO') = 30° = m(CAC’) (reciproca teoremei un- 
ghiului de 30° dintr-un triunghi dreptunghic). 

b) Deoarece AO =a\/2 =) AC = 2a}2;  DB||D'B' (demons- 
trat) =) DB=D'B' şi deci DB=—a/2. În aceste condiții : 
AC:DB _ 2al ea sa 


c) Deoarece triunghiurile dreptunghice BAB’ şi DAD’ sînt con- 
gruente (C.C.) calculăm o funcție trigonometrică a unghiului BAB’ =) 


(ca jumătate din diagonala 


Aria ABCD = 


Pi ~n BBE OO a6 1_V6 
te(BAB') = tg (DAD) = -75 AB > li eat 


Deoarece trapezele dreptunghice BB'CC' şi DD'CC' au toate latu- 
rile congruente (laturile neparalele sînt laturi ale rombului și, respectiv, 
ale pătratului, iar laturile paralele BB” | | CC” și DD’ || CC“ sînt congruente 
— demonstrat), vor avea și unghiurile congruente (se poate demonstra 
folosind congruenţa de triunghiuri). Unghiul dintre BC şi a este egal cu 
unghiul format de BC și proiecția ei pe a adică este unghiul dintre BC 
și B'C' sau dintre BC şi o paralelă dusă prin B la BC“. Pentru aceasta 
ducem BE ||B'C'” (ECE CC”) =) A BEC dreptunghic i în E și BE= B'C' 
(BB'C'E dreptunghi din construcţie) =) m(CBE)=—m(BC, _a)= 

= ~~ Pas <> __BE__V10 
= m(DC, a) =) cos (BC, a) = cos (DC, a) = cos (CBE) S E 


VIII.G.42. a) Notăm AM = zx. În triunghiul dreptunghic MAC (MA La 
— ipoteză) MC = 2x (1) (teorema unghiului de 30° dintr-un triunghi 
dreptunghic). (Vezi fig. VIII.G.42.) În triunghiul dreptunghic MAB 
(aceeași ipoteză) AB =x (2) (deoarece MAB este şi isoscel AM = AB, 
ipoteze echivalente). 

În A dreptunghic BMC (ipoteza BM L MC), BC? = BM? + CM? ; 
36 = 2x? + 4r? = 6x? =) MB= zV/2 (Pitagora) (=) x= V6 = AM 
MC = 2V6 ; MB =2V3. 

Ducem AN L BC. Conform teoremei celor trei perpendiculare, 
MN L BC (căci MA L a — ipoteză). Calculăm lungimile MN şi NA din 
două motive ; primul : AN este înălțime în ABC şi deci putem, în con- 
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tinuare, să calculăm aria A ABC (A ABC este proiecția ortogonală a 
A BMC pe plan o), al doilea laturile unghiului MNA sînt laturile 
unghiului plan corespunzător diedrului format de planele BMC şi BAC. 


Fig. VIII.G.42. 
În A dreptunghic MAN (ipoteză) AN? = MN? — MA? =} ANM? = 


(demonstrat) =} MN = Ea -23a = a = 2V2. 


În A dreptunghic MAN (ipoteză) AN? = MN? — MA? (=) AN? = 


= 2.4 — 6 = 2 =} AN = |2. Aria A BAN = mA = 2 ste- 32. 
b) În A dreptunghic MAN OTR 
A/N MA V6 [N 
te(MN A) = — = —= = 3 = m(MN A) = 60°. 
g( ) AN V2 > mi ) 


VIII.G.43. a) Deoarece EC L (ABC) (ipoteză) =} EC L BA (1) Dar, BA L 
L AC (ipoteză) (2). Din (1) şi (2) =) BA L (ACE) (3). 
Analog CA L (ABD) (4). 


Fig. VIII.G.43. 


354 


Deoarece CA L (ABD) (conform (4)) =) CA l BF (5). Dar, BF L 
AD (ipoteză) (6). Din (5) şi (6) =} BF L (ADC) (7). 

Analog se arată că CG L (ABE) (8). (Vezi fig. VIII.G.43.) 

b) Observăm că proiecția punctului B pe planul ADC este punctul 
F (conform (7)) =} proiecția A BAC pe planul ADC este triunghiul 
FAC care este şi dreptunghic în A (conform (4))..=) Aria ^ FAC = 
__ AF- AC 
9 


at 


(9). Absolut asemănător judecăm despre proiecția A ABC 


pe planul ABE. (Vîrful C se proiectează pe ABE în punctul G etc.) =) 
=} Proiecţia A CAB pe planul ABE este triunghiul GAB. Şi acest tri- 
unghi este dreptunghic tot în A (demonstraţie asemănătoare cu prece- 


denta) =} Aria A GAB = [2AE (10). 


md 


Formăm raportul cerut de concluzia problemei 
Aria A FAC _ AF-AC 
Aria A GAB GA-AB 


Notăm AC =b şi AB =c. (12) 
Calculăm AC şi AB folosind relațiile metrice în triunghiurile drept- 
unghice ACE și ABD (ipotezele problemei și notația 12) 


AC? = AG- AE = AG. |b F (conform 12) 
AB? = AF. AD =. AF. bde (conform 12) 
Înlocuind aceste rezultate în (11) obținem 
AB? 


(11) 


Aria A FAC _Vb+e _ AB, (13) 
; 2 
Aria AGAB _AC? 4g AC 
Vo? + c? 


Ori relația (13) evidențiază concluzia de la punctul b). 


VIII.G.44. a) Precizăm că planul MAC este perpendicular pe planul 
ABCD, deoarece conţine dreapta MA=(d,) L(ABCD) (Vezi fig. VIII.G.44.) 
(ipoteză) (1) =) BD L MA (conform (1)) şi BD L. AC (ipoteza ABCD 
pătrat) (2). Din (1) și (2) =} BD L (ACMN) (3). Cum BD C(NMD) =) 
=} oricare ar fi planul care conţine dreapta BD va fi un plan perpen- 
dicular pe planul MACN. =) (NBD) L (MACN). 

Analog, se demonstrează că (MBD) L (MACN). : 

b) În planul triunghiului NCO construim CQ L NO (1) şi cum 
BD L CQ (conform 3a) =} CQ L (BDN) (2). Să reținem că punctul Q se 
află pe înălțimea NO a A BDN (conform 1b). Demonstrăm că dreapta 
BQ este înălțime în A BDN. Deoarece BC L (NCD) (ipoteză) =} ND L 
L BC (3). Deoarece CQ L (NBD) (conform 2b) =} CQ L ND (4). Din (3b) 
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și (4b) =) ND L (BQC) =} BQ L ND, adică dreapta BQ este — în 
A NBD — înălțimea relativă laturii ND. În concluzie, punctul Q aflîn- 
du-se în planul NBD atît pe înălțimea relativă laturii BD cît şi pe înăl- 
țimea relativă laturii DC, el se identifică cu ortocentrul acestui triunghi. 

Analog, se demonstrează că punctul P, proiecția punctului A pe 
planul MBD, este ortocentrul triunghiului MBD. 

c) Notăm AC N BD = (0). Notăm 4C = 2a =} BO =a (1). Ducem 
în planul (MNAC) NT L AM (T € AM) (2). Notăm AM = şi CN = y (3). 
(Vezi fig.. VIII.G.44.) 


Fig. VIII.G.44. 


Evaluăm ON în A dreptunghic NCO (ipoteză). 
ON? = @ + y2 (conform 1c şi 3c). (4) 
Evaluăm OM în A dreptunghic MAO (ipoteză). 


OM? = @ + z? (conform ic şi 3c). (5) 
Deoarece MO L ON (ipoteză), urmează că 
MN? = ON? + OM? = 2a? + x? 4 y2 (conform 4c și 5c). (6) 


În triunghiul dreptunghic NTM (conform 2c) =} MN? = NT? + 
+TM?. Cum NT=AC (TACN dreptunghi — construcție) și TM = 
= (x — y) =} MN = 4a? + (x — y}? (7). Din (6c) și (7c) =) 2a2 + x° + 
+y? = 4a +H r? 4y? — 2xy (=) a= xy (8). Cum a= BO (conform 
1c) și x = AM și y =CN (conform 3c) =) BO? = AM-CN, relație care 
exprimă că segmentul BO este media geometrică a segmentelor AM 
şi CN. 
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VIII.G.45. Deoarece punctul E este centrul pătratului BB'CC” (Vezi fig. 
VIII.G.45a) (ipoteză), el este punctul de intersecție a diagonalelor CB’ 
şi BC’. Poligonul de secțiune dintre CEM şi feţele cubului este triun- 
ghiul MB'C, deoarece CE este inclusă în diagonala CB’, deci planul 
BB'CC“ este intersectat de planul MEC după dreapta CB’ Planul AA’ BB’ 
este intersectat de planul MEC după 'dreapta' MB’ (deoarece M și B’ 
sint puncte din planul AA'BB' şi MEC). Planul ABCD este intersectat 
de planul MEC după dreapta MC (M şi C aparţin planului ABCD şi pla- 
nului MEC). 

Ducem un plan „ajutător“ şi anume un plan care să conţină dreapta 
D'E și să fie perpendicular pe planul orizontal ABCD (în general „.pla- 
nele ajutătoare“ sînt plane perpendiculare pe planul orizontal, și care 
conțin drepte anunțate în ipoteza problemei). (Vezi fig. VIII.G.45a.) 
Acesta este planul DD'E (este perpendicular pe ABCD, deoarece DD” L 
L ABCD — ipoteză, și conţine dreapta D'E dată în ipoteza problemei). 
Acesta intersectează „fețele“ cubului după dreptele DFC ABCD ; 
FE C BB'CC' (FE || DD”), iar planul A'B'C'D” după o dreaptă care con- 
ține D’ şi mijlocul segmentului B'C'. Notăm acest punct G, deci 
D'G C A'B'C'D'. Cum FE || DD” şi B'G=GC' =} dreapta de intersecţie 
FE este identică cu dreapta FG =} Poligonul de secțiune dintre planul 
auxiliar și feţele cubului este dreptunghiul D'DFG. 

În pătratul ABCD notăm DFN MC = {P}. (Vezi fig. VIII.G.45b.) 
Cum triunghiurile dreptunghice DCF şi CBM sînt congruente (cc) =) 


=) (MOB) = (FD). (1) 


A 8 


Fig. VII.G.45.b. 


Fig. VIII.G.45.a. 


Pas Pai 
În ACPF: m(PCF)+ m(PFC) = 90” (2) (conform (1) şi deoarece 
AN AN AN 


în A dreptunghic DCF :.m(FDC) + m(PCF) = 90°. =} m(CPF) = 180° — 
— 90° = 90° =} dreptele MC și FD sînt perpendiculare (3). Deoarece 
MC L GF (construcția .dreptei GF L (ABCD)) =} MC L (GF, DF) =) 
=} MC L (DD'FG) =} MC L D'E (4). 
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Deoarece D'C’ | BB'CC' (ipoteză) și CEL CB’ (diagonale în 
pătrat) =} D'E L CB’ (conform teoremei celor trei perpendiculare) (5). 
Din (4) şi (5) =) D'E L (MC, CB) =} DEL (MEC). 

VIII.G.46. Din definiția prismei triunghiulare regulate drepte, rezultă 
că fețele AA'BB', BB'CC' şi CC'AA' sînt dreptunghiuri congruente. 
(Vezi fig. VIII.G.46.) 


C 


Fa 
A 


A Z 8 
Fig. VIII.G.46. 


a) Deoarece AA” L (ABC) (definiţie), ducem AD L BC =} A'D L 
L BC (conform teoremei celor trei perpendiculare), şi A'D este distanţa 
căutată. Lungimea ei o calculăm în A dreptunghic AA'D (definiţia 


prismei). AD = (înălţimea triunghiului echilateral ABC de latura a). 
; : s | 3e al 
Cum AA’ = a (ipoteză) =} A D= | sii Eri 

b) Deoarece CD = DB (înălțimea AD — în A ABC echilateral este 
și mediană), ducem DE || AC, (E € AB) și obținem linia mijlocie descrisă 
de ipoteza (reciproca teoremei liniei mijlocii). 

Cum BB’ L (ABC) (definiția prismei), ducem BF L ED, (FE 
€ ED) =} B'F L DE (Vezi fig. VIII.G.46.) (conform teoremei celor trei 
perpendiculare). i 

B'F este distanța de la B’ la latura DE. Triunghiul BDE este 


asemenea cu ABC, (DE || CA), raportul de asemănare este e =} 


=} A BED este echilateral şi are lungimile laturilor și lungimile înălți- 
milor jumătate din lungimile laturilor și înălțimilor A ABC =) 


4 
Calculăm — în A dreptunghic B'BF (definiția prismei) distanța B'F. 
„302  aV19 
sr- | pă ali 
+ 16 4 
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Pad 


c) Deoarece punctul P — centrul dreptunghiului BB'CC” — este 
punctul de intersecţie al diagonalelor dreptunghiului BB'CC” (Vezi fig. 
VIII.G.46.), proiecția lui pe planul ABC este punctul D, mijlocul laturii 
BC. Deci PD L ABC. Din punctul D construim DR L BE (R E BE) = 
=) PR L AB (conform teoremei celor trei perpendiculare) și PR este 
distanța de la P la latura AB. În triunghiul dreptunghic PDR (construc- 


ție) calculăm lungimea PR? = PD? + DR2. Cum PD = a şi DR = BF 
2 


(înălțimi congruente în A echilateral ABC) =) 
aj 7 


2 3a? 
) a 16 4 


Observaţie. La acest rezultat puteam ajunge fără să mai facem cal- 
culul de mai sus, dar observînd că triunghiurile dreptunghice AA'D şi 
PDR sînt asemenea f 2an =>] =} PR = A 20 a)? ; 

PD DR 2 4 
VIII.G.47. Mai întîi să arătăm că există un triedru ale cărui laturi, for- 
mează două cîte două unghiuri de 60°, (Vezi fig. VIII.G.47.) (sau că există 
un astfel de paralelipiped). | 
AN AN 
Presupunem că m(A'AD)=—m(DAB)— 60” şi demonstrăm că 
m(A'AB) este tot de 60°. Construim în planul AA’'DD’, A'N L AD (NE 
€ AD deoarece m(A'AD = 60°). Construim în planul A'ABB', A'M L AB. 
Deoarece A'N şi A'M sînt distanțele dintre laturile paralele ale rombu- 
lui, ele sînt congruente A'N = A'M =) triunghiul dreptunghic A'NA 
(construcție) este congruent cu triunghiul dreptunghic A'MA (construc- 
ţie) deoarece au catetele A'N şi A'M congruente (demonstrat) și ipote- 


nuza AA’ latura comună =) m( A AM) = 60° În concluzie, în punctul A 


o 


“d 


Fig. VIII.G.47. 
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AN AN ~N 

există un triedru astfel încît m(A'AD) = m(DAB) = m(A'AB) = 60°. În 
continuare, ducem din punctul A' A'P L (ABCD). Deoarece A'N LAD 
şi A'M L AB (construcție) =} PN L AD și PM AB (conform unei 
reciproce a teoremei celor trei perpendiculare). Deoarece triunghiurile 
dreptunghice A'PN și A'PM sînt congruente (A'P latură comună, A'N = 
= A'M (demonstrat, cazul C.C.) =} PN = PM =) dreapta AP este bisec- 
toarea unghiului DAB (definiția bisectoarei ca loc geometric). (Vezi fig. 
VIII.G.47.) 

În concluzie, planul A'AP care este perpendicular pe ABCD (cons- 
trucția perpendicularei A'P), conține diagonala AC a rombului ABCD. 
Distanţa dintre planele ABCD şi A'B'C'D' fiind A'P, aceasta este şi înăl- 
nălțimea paralelipipedului dat. 

Calculul înălțimii A'P 


AN 
În triunghiul dreptunghic A'MA deoarece m(A'4AM)=60 = 


A 
=} m(A4M) = 30° =) AM = = => 
În triunghiul dreptunghic PMA (construcție), m(PAM) += 30° (de- 
monstrat) =} MP = F = zx şi conform teoremei lui Pitagora AM? = 
= AP? — PM? (=) Ë = sat — at (=) 3a? = Ë (=) z= S3 =), deci 
AP = 43, 
3 


În triunghiul dreptunghic A'PA (construcție), AP = YAA” — AP?; 
4 P= ja 3E 3a = ale 


Calculul ariei rombului ABCD. Deoarece PP rombului sînt 
a şi 2a /3 (rombul ABCD este format din două triunghiuri echilaterale 
cu o latură comună, rezultă: Aria ABCD = AE = a Y3. 


Calculul volumului paralelipipedului dat. V = Aria ABCD-A'P. 
lg =a 
V = 243: so = aY ?. 


VIII.G.48. Deoarece AB’ L (ABCD), (ipoteză) planul AB’C’D este perpen- 
dicular pe planul ABCD (dacă o dreaptă dată este perpendiculară pe un 
plan dat, orice plan care conține dreapta dată este perpendicular pe 
planul dat). (1) (Vezi fig. VIII.G.48.) 

Feţele AA'DD' şi BB'CC' sînt dreptunghiuri deoarece AD L AB 
(ipoteză ABCD este pătrat) și AD L AB’ (conform 1) =} AD L (AA'BB) 
=} AD L AA’. Analog BC L BB’. Muchiile prismei fiind paralele (defi- 
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niția prismei) =} AD || A'D’ și AA’ || DD” şi AD L AA’ =) AA'DD" este: 
dreptunghi. Analog BB'CC' (2). (Vezi fig. VIII.G.48.) 

Feţele AA'BB' şi CC'DD' sînt paralelograme cu înălțimea egală,. 
de exemplu AB’ = 3/3 cm (calculată în triunghiul dreptunghic B'AB. 
— ipoteză) și baza egală — de exemplu cu AB = 3 cm. 

În aceste condiţii, calculăm volumul și aria totală a prismei. 


V = Aria ABCD. AB' = 9-33 = 273 ċm?. 
Aria totală = 2 Aria AA'BB'+2 Aria AA'DD'+2 Aria ABCD.. 
Aria totală = 2-3-3- V3 + 2-3-6 + 2-9 = 18/3 + 54 = 18 (3+ 3) cm2.. 


D’ C' 


A 3 B 


Fig. VIII.G.48. 


VIII.G.49. 


a) Deoarece, de exemplu OE L AB =) A4E=EB. (Într-un cerc;. 
dreapta care trece prin centrul cercului și este perpendiculară pe o: 


coardă din cerc, este mediatoarea coardei). Analog BF = FC, GC = GD,. 
HD = HA. (Vezi fig. VIII.G.49.a.) 


Ducem diagonala AC. În ABC, EF este linie mijlocie (demonstrat): 
AC 
=} EF||AC şi EF ==> (1) în AADC, HG este linie mijlocie (de-- 


monstrat) =) HG|| AC şi na =E) 


Din (1) şi (2) =) patrulaterul EFGH este paralelogram. 

b) Aria paralelogramului EFGH, cunoscînd aria patrulaterului: 
inscriptibil (convex) ABCD, o putem calcula, de exemplu astfel : (Vezi 
fig VIII.G.49.b.) Diagonala AC împarte patrulaterul în două triunghiuri 
ABC şi ADC. Ducem'în ABC înălțimea BM (ME AC). Fie BM=2x. 
Ducem în A ADC înălțimea DN (N € AC). Notăm DN = 2y. Aceeași dia- 


gonală împarte paralelogramul EFGH în două paralelograme EFPR (P și 


R€ AC) şi GHRP. Înălțimea paralelogramului EFPR este jumătate din: 
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BM (EF este linie mijlocie în ABC), și deci este egală cu x. Analog, înăl- 


9... 
fțimea paralelogramului GHRP este egală cu y. Aria A ABC = 2-z: AC ea 


2y- AC 
2 


— AC-z. Aria A ADC = = AC-y. Aria patrulaterului ABCD = 


= AC-(x + y). Aria paralelogramului EFPR = EF-x = m -X. Aria para- 
lelogramului GHRP = HG-y =% -y. Aria paralelogramului EFGH = 


= = "(x+ y), adică jumătate din aria patrulaterului ABCD. 


„M 


ED 


Fig. VIII.G.49.a. 


Aşadar, aria EFGH = T Volumul prismei cu baza EFGH şi înăl- 
2 3 
“ţimea MO = a este v=; =>. 


c) Observație. Dacă EFGH este pătrat, atunci diagonalele patrula- 
terului ABCD sînt congruente, perpendiculare și se înjumătăţesc. Scriem 


2 i 2 
că aria EFGH = este aria pătratului EFGH, adică © = p (l fiind 


latura pătratului EFGH) =} 1 = az 


2 
; ao aa FIA i : . 4a V2 
Aria totală a prismei în cauză va fi At = Al+ 2A bazei = 


| 2a2 = 
-a+2: g e V2 +1). 
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nem 0,0» = 


VIIL.G.50. Din ipotezele problemei rezultă că punctele A, B, C, D sînt 
virfurile unui tetraedru regulat ABCD. (Vezi fig. VIII.G.50.) 

a) Deoarece feţele tetraedrului sînt triunghiuri echilaterale, înălți- 
mile fețelor sînt și mediatoarele laturilor. În aceste condiții, de exemplu 


inălțimile BO, şi AO» sînt concurente într-un punct care este mijlocul 
segmentului CD. Fie E acest punct. 


A 


op po" 


Fig. VIII.G.50. 


Triunghiul AEB este isoscel deoarece în triunghiurile echilaterale și 
congruente ACD şi BCD înălțimile AE și respectiv BE sint congruente. 
deci EA = EB. Cum punctele. O2 și O; sînt respectiv centrele de greu- 


îi aa ate a d f : £ EO, . EO; 1 
tate ale triunghiului ACD și BCD (ipoteză) =} — = -7 =z = 
g Ș (ip ) =) m -7 a ) 
=) 0,0» || AB şi triunghiurile EO.02 şi EBA sînt asemenea, raportul de 
asemănare fiind > =) 00 = = Notînd, de exemplu AB = a, obți- 


a 


Analog, gîndim despre distanțele determinate de restul punctelor 


O, (= 1, 2, 3, 4). Punctele O, Oz, Oz, O; vor fi vîrfurile altui tetraedru 


regulat 0,0;030, a cărui muchie va fi egală cu = 


b) Considerăm, de pildă, punctele O4, O», O,. (Vezi fig. VIII.G.50.) 
În A ABC și A DBC, înălțimile AO, și DO, sînt concurente în mijlocul 
laturii BC — notăm acest punct F. Deoarece 0,0» || AB (demonstrat) şi 
0,0, || AD (prin analogie) =) (0,020) || (ABD) deoarece cele două plane 
conţin cîte două drepte concurente și paralele. Schimbînd ordinea indi- 
cilor G= 1,...,4) punctului O şi schimbînd asemănător ordinea alfa- 
betică a punctelor A, B, C, D, obținem concluzia : oricare trei din punc- 
tele O;(î— 1, 2, 3, 4) determină cîte un plan paralel cu cîte unul din 
cele patru plane determinate de punctele A, B, C, D. 
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c) Volumul prismei = Aria A BCD- AO, unde AO, este distanţa de 
la A la planul BCD, deoarece segmentele AB, AC, AD fiind congruente, 
punctul A se proiectează pe planul BCD într-un punct egal depărtat de 
B, C şi D (teoremă) =} piciorul perpendicularei din A pe planul BCD 
este centrul cercului circumscris A BCD, adică punctul O,. Păstrind no- 


tația AB = a, obținem Aria A BCD = a 
În triunghiul dreptunghic A0O,B 


2 2 a/3 aV3 I 3a? _a/6 
BO = — — = — ara as Aa = |/ œ — — = ——. 
4 z BE ) BO, 3 e3 ) AO, "a 9 3 
Deci — 2V3 aV — a2. 
4 3 4 


VIII.G.51. Construim prisma regulată și dreaptă ABEDCE' Notăm AB = 
= AD =a. (Vezi fig. VIII.G.51.) 

Proiectăm punctul O pe planul ABE. Deoarece (BCEE’) L (ABE) (din 
construcția precedentă); rezultă că punctul O se proiectează pe EB = 
= (BCEE’) N (ABE). Fie O, proiecția punctului O pe acest plan =} EO, = 
= O,B deoarece punctul O este mijlocul segmentului EC și OO, || BC. 
Cum AF=FB (ipoteză) =) în A ABE O, linie mijlocie şi deci 


OP = (ipoteza A ABE echilateral). În triunghiul dreptunghic OO,F 
2 2 19 
(construcţie), OF = |; £ aie = __a| 2 


pătratului BCE'E (construcție) =} OC = OE = OB = OF = 


Deoarece EC este diagonala 


Va 
al? Pentru 


a construi punctul A folosim teorema celor trei perpendiculare, astfel 
EF L (ABCD), apoi FN L CN =} EN i CM, deci punctul N este proiecția 


Fig. VIII.G.51. 
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punciului E pe dreapta CM. =}, Triunghiul ENC este dreptunghic în N. 
În acest triunghi, ipotenuza EC ave lungime constantă, =) mediana NO 


are lungime constantă și anume NO = = aj Așadar, OC = ON = 


l5 
= OF = 0B = Hl. 
2 
l Cum DH = HC (ipoteză), lungimea OH se calculează asemănător cu 
lungimea OF, proiectînd punctul O pe planul DCE”... etc. Așadar, șirul 
de  egalități se poate completa astfel: OC = ON = OF = OB = 


= on =H. 


b) Să observăm că A FNC, dreptunghic în N (construcţie) are ipo- 
tenuza FC de lungime. constantă (punctele F şi C sînt fixe), şi deci, pen- 
tru diferite poziţii ale punctului M pe segmentul AB, punctul N descrie 
un cerc de diametru constant re = 


VIII.G.52. a) Folosim metoda planelor auxiliare ce permit construcţia dis- 
tanței AE. Ducem prin BD’ un plan perpendicular pe planul orizontal 
ABCD. Acest plan va conţine D'D (deoarece D'D L (ABCD) — ipoteză, 
plan diagonal). Poligonul de secţiune dintre acest plan și cub este drep- 
tunghiul DD'BB'. Notăm intersecția diagonalelor pătratului ABCD cu 
punctul O. Ne gîndim că putem obţine construcţia perpendicularei AE 
folosind teorema celor trei perpendiculare. (Vezi fig. VIII.G.52.a.) 
Ducem o perpendiculară din A pe planul DD'BB' —aceasta este 
AO (AO L BD — diagonale în pătrat şi AO L DD’ — ipoteză). Din 
punctul O ducem OE L BD’ (E € D'B) =}.AE L D'B conform teoremei 
celor trei perpendiculare). În dreptunghiul DD'BB' în care OE L BD', 
calculăm lungimea segmentului OE. (Vezi fig. VIII.G.52.b.) 


A OEB ~ A D'DB (OE L BD’, şi B unghi comun) = DE = 
=m =E şi. după înlocuiri T= =) OE = ske, 
b) Calculăm și lungimea segmentului BE : 


| În triunghiul dreptunghic BB'D', calculăm lungimea proiecției cate- 
tei BB’ pe ipotenuza BD' Notăm S proiecția punctului B' pe BD' 
BB? a? aV3 
BS = (tr. catetei) =—————.: 
BD' ) a3 


Cum BE = = BS şi punctele E şi S aparţin diagonalei BD’ =} 


=} E = S =) punctele O, E, B’ sînt coliniare. Așadar, planul AB'C inter- 
sectează planul BB'DD' după dreapta OB’ care este perpendiculară pe 
diagonala BD’ Deoarece BD’ L AC (demonstrat) =) BD’ L (AB'CQ). 


D' c’ 
A’ 
C 
-->[J:E 
A 


Fig. VIII.G.52.b. 


Pai 
c) În triunghiul dreptunghic B'OA (demonstrat) cos (OAB) = 


2 => 
AO _a IL —) m(OAB) = 60°. 


AB” 


2aV2 2 
Altă soluţie Triunghiul AB'C este echilateral, laturile lui fiind 


AN 
diagonalele fețelor cubului =} m(B'AC) = 60°. 


VIII.G.53. 

În figura VIII.G.53, notăm Aria A ABC = @?. Trebuie să evaluăm 
aria triunghiului GB'C'. Construim triunghiul medial A’B’C’ Deoarece 
CB'C'A' este paralelogram (liniile mijlocii sînt paralele cu laturile 
triunghiului dat), diagonalele B'A’ îl împarte în două triunghiuri con- 
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gruente (L.L.L.) =} Aria A B'CA” = Aria A B'C'A/. Tot așa se demon-- 
strează că Aria A B'C'A= Aria A A'B'C'=— Aria A BCA =} Aria: 


Lă el dal, 1 ° 2 
A A'B'C' =— Aria A ABC zii (1). Acelaşi rezultat îl putem obține 
folosind faptul că de exemplu — A CB'A'— A CAB B'A' || BA şi rapor- 


tul de asemănare este >. Raportul- ariilor acestor triunghiuri este de- 


1 
Py (teoremă) etc... (Vezi fig. VIII.G.53.) 


În AA'B'C', G este centrul de greutate, deoarece mediana: 
— de exemplu — AA’ înjumătățeşte orice paralelă la BC. Notăm A” 
mijlocul laturii B'C” și B” mijlocul laturii C'A’. Deoarece mediana unui 
triunghi împarte triunghiul în două triunghiuri echivalente, rezultă că : 
Aria A B'GA” = Aria A C'GA”, pe care le mai putem scrie și ca dife— 
rențe : Aria A A'B'A” — Aria A A'B'G=— Aria A A'C'A” — Aria: 
A'C'G, cum Aria A'B'A” = Aria A A'C'B” (conform propoziției prece- 


Fig. VIII.G.53. 


dente) =} Aria A A'B'G = Aria A A'C'G. Asemănător se demonstrează 
că Aria A B'GC' = Aria A A'B'G =) Ariile triunghiurilor GB'C', GC'A', 


i l 
GA’B' sînt egale (2) =} Aria GBC =i. Aria A ABC => = Aria 
A ABC = "a? (conform 1). 
E. Deoarece înălțimea prismei strunjite este înălțimea prismei nestrun-: 
jite, urmează că volumul prismei strunjite este de 12 ori mai mic decît 


al prismei date. 
Notind volumul prismei strunjite V, (ipoteză) şi volumul bazei V 


(ipoteză) urmează că : 


i 


V 
V, = — sau V = 12- V}. 
12 


VIII.G.54. a) Directa : paralelipipedul ABCDA'B'C'D' este dreptunghic, 
«deci tetraedrul A'AB'D” are muchiile opuse perpendiculare ; problema 
este clasică — în această ipoteză — de exemplu punctul A' se proiec- 
“tează în ortocentrul H; al A AB'D'. (Vezi fig. VIII.G.54.) 


Fig. VIII.G.54. 


Demonstraţie. Ducem din A’ o perpendiculară pe planul AB'D'. 
'Notăm proiecția punctului A” pe planul AB'D' cu A” Deoarece A'A” L 
L (4AB'D') =} A'A” L AD’ Cum A'B’ L AD (ipoteză) =) AD’ L(A'B;, 
A'A”) =) AD L (4 B'A”) =} AD' L B'A” şi deci B'A” este înălțimea 
“dusă din B’ pe latura AD' =} Punctul A’ se proiectează pe înălțimea 
triunghiului AB’D’ dusă din B’ pe latura AD’. Analog se demonstrează 
că punctul A’ se proiectează și pe înălțimea dusă din punctul D’ pe 
latura AB’ =) punctul A” fiind pe cele două înălțimi, este chiar orto- 
centrul A AB'D' — deci A” = H,. Schimbînd notația tetraedrului 
A'AB'D' în BAB'C şi repetînd judecățile, deducem că punctul B se pro- 
iectează în ortocentrul H; al triunghiului AB'C. 

Reciprocă. Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped și H; și Hə res- 
-pectiv ortocentrele triunghiurilor AB'D' şi AB'C. Dacă A’ şi B se pro- 
iectează pe planele AB'D' şi AB'C respectiv în H; şi Hə, atunci parale- 
lipipedul ABCDA'B'C"D' este dreptunghic. 

Demonstraţie : 

„Se demonstrează reciproca propoziției de la punctul a) adică dacă 
în tetraedrul A'AB'D' virful A’ se proiectează pe planul AB'D' în orto- 
centrul H; al A AB'D', atunci muchiile opuse ale tetraedrului A'AB'D'” 
sînt perpendiculare — deoarece din A'H, L AB'D' = A'H, LB'D' (). 
Însă AH, L B'D' (ipoteză) (2). Din (1) şi (2) =) B'D' L(A4'H,; AH)=) 
=} B'D' L AA’ (3). Analog se demonstrează că AB’ L A'D’ (4) şi 
AD’ L A'B’ (5). Relaţiile (3), (4) şi (5) evidenţiază concluzia propoziției 
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reciproce. Schimbînd notația tetraedrului A'AB'D' în BAB'C şi notația 
ortocentrului H, în ortocentrul Hz, obținem alte trei relaţii de perpen- 
dicularitate  analoage cu (3), (4) și (5). Ele sînt AC L BB’ (6), AB’ L 
L BC (7) şi CB’ L AB (8). 

Deoarece — de exemplu — AA'|| BB' (definiţia prismei) =} — 
de exemplu — BB’ L B'D' (9). Cum B'D'|| BD (deoarece BB'DD' este 
paralelogram — definiția prismei : BB’ || DD’ și BB’ =DD’) =} BB’ L 
L BD (10). Din (9) și (6) =} BB’ L (ABCD) (11). Asemănător se arată 
— de exemplu — că AB L (BB'CC’) (12). Din (11) şi (12) =} în vîrful B 
paralelipipedul are muchiile perpendiculare două cîte două =} parale- 
lipipedul ABCDA'B'C'D' este dreptunghic. 


VIII.G.55. Să descriem metoda care se întrebuințează în mod obişnuit 
pentru a determina un punct comun a două plane a și f, care nu sînt 
paralele. Se intersectează planele date a și B cu un plan auxiliar y de 
poziție particulară așa încît intersecțiile acestui plan auxiliar y, cu pla- 
nele date a şi $ să fie aproape evidente. Intersecţiile planului auxiliar Y 
cu planele date a și B vor fi două drepte d; şi d» care fiind situate 
amiîndouă în planul auxiliar y, în genere se vor intersecta într-un punct 
— de exemplu P, care va reprezenta un punct al intersecţiei planelor 
date a și f. Pentru a obţine un alt punct al intersecţiei planelor date 
a și B, vom întrebuința un alt plan auxiliar  Procedînd asemănător, 
obținem un alt punct de intersecţie dintre planele a, f şi è, de exemplu 
punctul R. În acest mod obţinem dreapta PR care va fi tocmai dreapta 


Fig. VIII.G.55.a. 
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de intersecție dintre planele a și $. De obicei, planele auxiliare sînt duse 
perpendicular pe planul orizontal (deci sînt plane proiectate). 

Folosind această metodă, să căutăm de exemplu intersecţia dintre 
planul TO'M şi planul orizontal ABCD. Ducem prin punctele M şi O’ 
primul plan auxiliar y = MNPQ, perpendicular pe planul orizontal 
ABCD. El va intersecta fețele BB'CC', AA'DD' după drepte paralele 
cu AA’. Deoarece MO |! AB, planul, va fi şi paralel cu AA'BB’. (Vezi 
fig. VIII.G.55.a.) (Unde O este proiecția punctului O’ pe (ABCD)). 

Planul y, planul TOM şi planul orizontal ABCD au un punct 
comun şi anume punctul M. Ducem prin punctele T şi O’ al doilea plan 
auxiliar ô, perpendicular pe planul orizontal ABCD. El va fi planul dia- 
gonal AA'CC”, deoarece O'O L (ABCD), punctele O’ O, T aparţin pla- 
nului diagonal AA’'CC” 

Planul è, planul TO'M și planul orizontal ABCD au un punct 
comun R, care se obține prelungind în planul 6 — dreapta TO’ pînă la 
intersecția ei cu dreapta AC. (Vezi fig. VIII.G.55a.) Punctele R şi M 
aparțin planelor TO'M şi orizontal ABCD. Dreapta RM intersectează în 
planul ABCD, dreapta AB într-un punct S. Pe fața ABCD, segmentul 
SM reprezintă o latură a poligonului de secțiune dintre TO"M şi faţa 
ABCD. A doua latură a poligonului de secțiune este ST, deoarece punc- 
tele S și T aparțin planului TO'M, cît și planului vertical 4A’ BB’ 

Următoarea latură a poligonului de secțiune, o obținem folosind 
dreapta O'M conținută în planul TO'M, cît și planul auxiliar proiectat. 
Prelungim în planul y — dreapta O'M pînă la intersecția ei cu planul 
vertical AA'DD' — în punctul V. Unind punctele V și T se obține 
dreapta de intersecție dintre TOM și (AA’DD’). În planul AA'DD' dreapta 
TV intersectează dreapta A'D' în punctul X. Segmentul TX este o altă 
latură a poligonului de secțiune. 

Următoarea latură a poligonului de secțiune dintre TOM și planul 
A'B'C'D' se obține ducînd din punctul X — în planul A'BC'D' — o 
paralelă la SM (conform teoremei două plane paralele, sînt intersectate 
de un plan, după două drepte paralele). În urma calculelor ce se vor 
efectua, se va constata că această paralelă va intersecta întîi dreapta 
B'C' şi apoi dreapta D'C’. Notăm acest punct Y. Punctele Y şi M fiind 
în planul vertical BB'C'C determină ultima latură a poligonului de 
secțiune dintre TOM şi planul BB'CC'. În concluzie, poligonul de sec- 
țiune este un pentagon MSTXY. 

Observație : intersectînd cu un plan de secțiune fețele unui cub, 
se obține un poligon de secțiune cu cel mult șase laturi. 

b) Urmează calculul lungimilor laturilor pentagonului MSTXY. 

Notăm AB =a. 

1. Calculul lungimii segmentului SM. În dreptunghiul AA'CC 


(Vezi fig. VIII.G.55.b.) AC = aV2; so = > ATA'0' = A TAR 


AN AN [o 
(dreptunghice, TA’ = TA — ipoteză şi T; = T2) =} AR = A'O’ = al 2 í 
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Putem calcula _segmentul SM în pătratul ABCD. (Vezi fig. 
VIII.G.55c.) Ra sal? (demonstrat). Deoarece BM= MC (ipoteză) =) 


=) OM, linie mijlocie în A CAB =) OM = — 


În A RMO, SA linie mijlocie deoarece AS || OM şi RA = AO = 


= aj? (demonstrat) =} AS = = =} SB =a — Taa . 
2 4 4 
În A dreptunghic SBM, 
2 2 2 13 
SM? = MB? -+ SB}; SM? = a i SM” = Isa ; SM = 213 
4 16 16 4 


2. Calculul lungimii segmentului ST. În pătratul AA'BB' şi în tri- 
unghiul dreptunghic TAS ma fig. VIII.G.55d.) TS? = TA? + AS. 

a“ a/5 R - x 
om e și : TS = HE (ra= TA’ = 3 2 ipoteză). 

3. Calculul Se segmentului XT. În planul pătratului MNPQ, 
prelungim QP și notăm V intersecția MO’ N QP. (Vezi fig. VIII.G.55e.) 
A O'NM= A OPV (dreptunghice — cazul C.U.) =} VP=MN=a. 


TS2 — 


+ 


Fig. VIII.G.55.b. 


C ; | 
A B 
M 
7 
8 
A S 8 
Fig. VIII.G.55.c. Fig. VIIL.G.55d. 
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Putem calcula segmentul XT. În pătratul AA'DD', prelungim QP 
cu segmentul PV =a. (Vezi fig. VIII.G.55f.) A XPV ~ A XA'T şi rapor- 


a 
tul de asemănare di sA la AX — XP =) A'X = & 
VP a 2 2 6 


În A dreptunghic TA'X, 


2 2 
TX? = AT AX; TX? = a $ a (ipoteza AT = TA’ = a) =} TX = 
__a/10 
~ Æ 

4. Calculul segmentului XY. În planul pătratului A'B'C'D' (Vezi 
fig. VIII.G.55g.) procedăm astfel : 

Notăm cu S’ şi M’ proiecţiile ortogonale ale punctelor S şi M pe 
laturile A'B' şi B'C'. Ducem XY || S'M' (conform teoremei două plane 
paralele sînt intersectate de un al treilea plan după drepte paralele). 
İmpărțim latura A’B’ în patru părți congruente =} paralelele la latura 


V 


Q M 


Fig. VIII.G.55.e. Fig. VIII.G.55.f. 


D 
Z 


? s 


E. 
Y 
M 


A S B 


Fig. VIII.G.55.g. 
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S'M", duse prin A’ și celelalte două puncte de diviziune sînt paralele 
echidistante și determină pe latura B'C' segmente. congruente (patru 


segmente congruente). Cum B'M' = (ipoteză) rezultă că unul din cele 
trei segmente congruente măsoară P Cum şi XY este o paralelă echi- 


. Încadrăm segmentul 


oala 


distantă cu cele precedente urmează ca C'Y = 


XY într-un A dreptunghic ducînd YZ || CD! =) Yz=a; XZ=% în 


A dreptunghic XZY aplică teorema lui Pitagora : 
7 ; da? aj 13 
IY= Lae Op, de qi d ina 
/ ap 3 


Calculul segmentelor MY, (în planul pătratului BB CC"). (Vezi fig. 
VIII.G.55.h.) 


B' N y C' 


B M y e 
Fig. VIIILG.55.h. 


Ducem YY’ || CC” =) în triunghiul dreptunghic YYM, YY =a; 


2 ETA 
MY” = = (demonstrat) =) MY = | æ +3 = ar 10 ; 


6. Calculul perimetrului pentagonului de secțiune. 
| [3 j [T0 . alig YIG 
MS+ST+TX+XY + YM =el 215 210 akis + aile — 


= 3+ V5 + 2/10). 


VIII.G.56. Construim paralelipipedul dreptunghic AFEDA'PE'D' (Vezi 
fig. VIL.G.56.) sa 
a) În triunghiul dreptunghic VDC (ipoteză) CV = a 2. (1) 
În triunghiul dreptunghic PFC (ipoteză) PC =a V6 (PF = 2a şi 
FC —aV 2, Pitagora). Ducem în planul determinat de dreptele DV şi FP 
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(ipoteză : PF || VD, ambele perpendiculare pe hala VS||DF =) PSV 
triunghi dreptunghic și PS = a ; VS=DF=aV5. (în triunghiul dreptun- 
ghic DAF, AD =a ; AF = 2a — ipoteză), și conform teoremei lui Pita- 
gora VP? = a2+ 5a? = = 602 =} VP=a\6 =) triunghiul PCV isoscel : 
PC =PV =a 6. 


E 


Fig. VIII.G.56. 


b) Planul BCV intersectează paralelipipedul construit (vezi indica- 
ţia) după dreptunghiul CBTV (CB || AD || VT şi CB L (AA'FP). În pătra- 
tul AA'FP (construcţia indicată) punctele B şi T sînt mijloace de la- 
turi =) BT || FA” Ducem diagonala PA =} PA L FA” (diagonalele pătra- 
tului sînt perpendiculare) =} PA L BT (1). Deoarece CB L (AA'FP) — 
(construcţie) =} PA L BC. (2) 

Din (1) şi (2) =} PA L (BCVT) şi deci PM este distanţa de la punc- 
tul P la planul VBC (unde M este intersecţia dreptelor PA şi BT). Cum 
AM este mediană în triunghiul dreptunghic și isoscel TAB (diagonala AP 


înjumătățește FA”, dar și orice paralelă la FA^) =} AM = az =} PM = 


— a/2 __ 3aV2 
= AP — AM = 2a |2— -5^ 5 


Aşadar distanța de la punctul P la planul CVT este PM = Bala 2, 


c) Deoarece CB L (AA'FP) (construcţia planului AA'FP) n CB L 
L PB =} A PBC este dreptunghic în punctul B =} centrul cercului cir- 
cumscris ^ PBC se află la mijlocul ipotenuzei PC. Îl notăm O,. Deoarece 
cercul circumscris triunghiului dretpunghic CVB este şi al dreptunghiu- 
lui CVTB, urmează că al doilea centru — notat O, se află la mijlocul 
ipotenuzei VB adică este punctul de intersecție al diagonalelor dreptun- 
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ghiului CVTB. =) în A PCT, (0,02) este linie mijlocie =} 0,0, = 


r Cum din construcție A PA'T este dreptunghic, calculăm lungi- 


mea PT =V 4a? — a: =a V3. Deci distanța dintre centrele O, şi O» este 


0, 03 = als 3 


“ð 


VIII.G.57. 
a) În triunghiurile ABD și BCD, (latura comună BD) ducem me- 
diale AG, şi: CGs. Fie E intersecţia acestora (E € BD şi BE = ED, ipoteză). 


Deoarece Pui LGL 2 =} în A EAC GG; || AC. 
EA EC 


A EGG; ~ A EAC, avînd E comun și laturile care formează acest 
AG a Aa 


unghi proporționale). Apoi, în A AEF (F E€ CD şi CF = FD, Fi: AF 


= £ =} GG || EF. Dar EF || BC (EF linie mijlocie în A BDC — ipo- 

CG, CG; 2 să 
teză) =) G,G.|| BC. Asemănător în A CHE — = ~—* = — (H fiind 
eză) =) G,G-|| semănător în a, 


mijlocul laturii AD) =) G},G,||EH. Dar EH||AB linie mijlocie în 
A ABD — ipoteză) =} GG,|| AB. =} Unghiurile A GGG; sînt con- 
gruente cu ale triunghiului ABC avînd laturile paralele). =) Natura 
A ABC este Şi a^ G1GG3. , 
b) Din ipoteză G, coincide cu centrul cercului circumscris 
A ABD =} GA=EGB=GC =) triunghiurile dreptunghice CGA, 
CG,B şi CG,D sînt congruente (cazul C.C.) =} CA=CB= CD iar punc- 


A 


Fig. VIII.G.57. 
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tul G, fiind ortocentrul A ABD =} AG, L BD. în concluzie BD L 
L (ACG) =) BD L AC. Aşadar în ipotezele punctului b), dreptele AC 
şi BD sînt perpendiculare. 


VIII.G.58. În figura VII.G.58., să notăm pentru simplificare planul 
MNPQ =a. Din construcţiile făcute rezultă CC’ L a și DD'L a =) 
=) CC || DD”. Planele a şi (ACD) au ca dreaptă de intersecţie, dreapta 
PQ. Cum C’ Ea şi D’ Ea (construcție), dreapta C'D' este conținută în 


Fig. VIII.G.58. 


planul a. Aceasta va intersecta dreapta PQ (PQ Ca) într-un punct care se 
va găsi în planele a și (ABC). Acest punct este tocmai punctul P. În aceste 
condiţii, punctele C’, P, D’ sînt colineare =} unghiurile CPC’ şi DPD' 
AN [AN 

sînt opuse la vîrf, deci congruente CPC’ = DPD (1). 

Din construcție, triunghiurile CC'P şi DD'P sînt dreptunghice iar 
CC’ || DD’ (demonstrat) =} cele două triunghiuri se găsesc în planul 
determinat de dreptele paralele CC’ şi DD' În ipoteză CC’ =DD și 
AN AN 
CPC = DPD’ (conform 1) =} A CCP = A DD'P (cazul I.U.) =} CP = 
= PD. (2) =) planul MNPQ =a şi urmează următoarea construcție a 


planului. 
Fixăm PECD astfel încît CP = PD. În ACAD ducem PQ||AC 


(DQ = QA, PQ fiind linie mijlocie în A CAD — reciprocă). 
În ^A ABD ducem QM||BD (AM=MB, MQ linie mijlocie în 


A ABD). 
În A ABC ducem MN || AC (BN=NG, MN fiind linie mijlocie în 


A ABC). Unim N cu P (evident NP| BD) căci N și P sînt mijloace de 
laturi — construcție). Punctele M, N, P, Q sînt coplanare deoarece, de 
exemplu, MN || AC || QP (construcţie). În același timp planul MNPQ este 
egal depărtat de punctele A, B, C, D, căci — de exemplu - — ducînd 
CC" L MNPQ şi DD’ L MNPQ, triunghiurile dreptunghice CC'P şi DD'P 
sînt congruente deoarece CP=PD şi CPC=P'PD — opuse la vîrf. 
Așadar MNPQ = a. 
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VIII.G.59. Punctele A, B, C determină un plan a. Punctele 4’, B’, C” 
determină alt plan f. Planele a și B sînt concurente deoarece : în planul! 
determinat de dreptele a și b prelungind segmentele neparalele AB și 
A'B’ obţinem un punct de intersecţie M. Cum M E AB =) M €a. Dar 
MEA'B =) MEB =} planele a şi B avînd un punct comun M, au o 
dreaptă comună pe care o notăm cu (d). Evident MEd. (Vezi fig. 


VIII.G.59.) 


V 


Fig. VIII.G.59. 


Repetăm raționamentul : în planul determinat de dreptele b şi c, 


prelungind segmentele neparalele BC și B'C' se obține punctul lor de 
intersecţie pe care-l notăm cu N etc... =) N €d. Raţionind asemănător, 
deducem că segmentele neparalele CA și C'A’ au şi ele un punct de inter-- 


secție P =} P €d. 

În concluzie, punctele M, N, P sînt coliniare şi anume aparțin drep- 
tei de intersecție d, a planelor a și |B determinate de punctele A, B, C şi 
respectiv A', B’, C. 

Observaţie : 1. Să presupunem că triunghiurile ABC și A'B'C' sînt 
coplanare. Se numesc triunghiuri „omologice“ acele triunghiuri ale căror 
vîrfuri sînt, două cîte două pe trei drepte concurente — punctul de con- 


curenţă se numeşte „centrul de omologie“. Folosind noțiunea de „triun-- 
ghiuri omologice“ teorema lui Desargues se enunţă astfel 
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Dacă triunghiurile ABC şi A'B'C“ sînt triunghiuri omologice, atunci 
punctele M = AB N A'B’, N = BC N B'C şi P= AC N A'C' sînt colineare 
“Și reciproce. 

2. Demonstrația teoremei lui Desargues în plan este „spectacu- 
loasă“ dacă privim figura VIII.G.59, drept ilustrarea unei „figuri plane“, 
Şi o „gindim“ apoi în „spaţiu“. 


VIII.G.60. În triunghiul AED, deoarece G; E ED și G, € AE =) dreptele 

AG, şi DG, sînt concurente. Notăm punctul de concurenţă G (Vezi fig. 

VIII.G.60.) În A AED deoarece sii = iu zA (proprietatea centrului 
ED EA 3 


de greutate al unui triunghi) =} GG, || 4D =} AGGG, ~ A GAD 
AN AN 


SEREA i din G opuse la virf, unghiurile GGG = DAG alterne inter- 
Gi 


ne) =} cA = (același raport de asemănare). Deci punctul G se află pe 
dreptele AG, şi DG, situat la o pătrime față de fețele opuse și la trei 
-pătrimi față de vîrfurile opuse fețelor respective. (1) 


A 


zi 


Fig. VIII.G.60. 


În A ACD ducem mediana AF. În triunghiul ABF există dreapta 
AG, deoarece mediana BF a triunghiului BCD trece prin Gy. Tot în 
A ABF ducem BG, şi notăm intersecţia dreptelor AG; şi BG, de exem- 


PO, boa 
plu P. Repetînd raționamentele făcute la punctul (1) = BA = z (2) =} 


=) P =G (3). (Punctul care împarte — interior — un segment într-un 
-raport dat, este unic). 

Aşadar, dreptele care unesc punc 
greutate ale fețelor opuse G4, Gə şi respec 
tul G. 


tele A, B şi :D cu centrele de 
tiv G, sînt concurente în punc- 
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Asemănător, „prindem“ în această concurenţă și dreaptă CG3. În 
concluzie dreptele AG,;, BG», CG3 și DG, sînt concurente într-un punct, 
notat de exemplu G, iar acest punct se găsește pe dreptele de mai sus, 


situat la g de fețele opuse punctelor A, B, C, D şi la = față de vîrfurile 


A, B, C, D. Punctul G se numește centrul de greutate al tetráedrului. 


Caz particular. Dacă ABCD este un tetraedru regulat, atunci punc- 
tele Gi, G». G3, G; coincid cu ortocentrele fețelor și teorema lui Comman- 
dino se enunță într-un tetraedru regulat, înălțimile tetraedrului sînt 
concurente într-un punct G, care se află la aceeaşi depărtare față de 


fețele tetraedrului şi anume la o depărtare egală cu A din lungimea 


înălțimii tetraedrului. Evident punctul G este centrul de greutate al 
tetraedrului. 


VIII.G.61. a) În figura VIII.G.61, feţele cubului AVBB' și AVDA’ fiind 
pătrate, punctele A, și A+ sînt centrele lor. Poligonul de secţiune se 
obţine determinînd intersecțiile dintre (AA, A3) și feţele cubului. El este 
triunghiul echilateral AB'A' (laturile fiind diagonalele feţelor cubului, 
deoarece : AA C(AVA'D); AA C(AVB'B) iar A'B'O(A'VB'C") iar 
AA’ = AB’ = A'B’ (Vezi fig. VIII.G.61.). 


/ 


D a! 


j 


Cum VA = VB' = VA” (ipoteză) rezultă că punctul V se proiectează 
pe planul AA'B' într-un punct P egal depărtat de A, A’, B’, deci în cen- 
trul lui de greutate. La fel gîndim și despre proiecția punctului C pe pla- 
nul AA'B'. (Proprietatea punctului de concurenţă a mai multor oblice con- 
gruente, care se proiectează pe planul determinat de picioarele oblicelor.) 

Așadar, perpendicularele duse din punctele V și C pe planul (AA B’) 
au același picior şi anume punctul P. Rezultă că CV L (AA, A3) şi deci 
CV | AP. Cum AA, L CV din ipoteză, ar rezulta că din punctul A şi 
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7, 


Fig. VIII.G.61. 


în planul AA/A3, putem duce două perpendiculare pe dreapta CV şi 
anume AP şi AA, — absurd. Urmează că P = A» și deci punctele A, 44, 
A A3 sînt coplanare şi apoi concluzia că CV L (4414343). 

| b) Cum punctul A» reprezintă în triunghiul echilateral AA'B' şi 
intersecția înălțimilor B'A, și A'A, rezultă că în patrulaterul 44344A; 
unghiurile din As şi A, măsoară 90%, deci patrulaterul AA, A9A3 este 
inscriptibil. Problema rămîne adevărată dacă  înlocuim cubul 
ABCDVA'B’C’ cu un paralelipiped dreptunghic ? 


VIII.G.62. a) Notînd dimensiunile paralelipedului a, b, c şi exprimînd 
pătratul diagonalei paralelipipedului cît şi aria lui totală, avem de de- 
monstrat a? + b? + ce? > ab+bec+ ca. Înmulțim membrii inecuației 
cu 2 2a? 2b?-+ 2c? > 2ab -+ 2bc + 2ca grupăm convenabil (a?— 
— 2ab ++ b?) + (b? — 2bc + c?) + (c? — 2ca + a2) > 0. Restrîngem respec- 
tivele dezvoltări: (a — b)? + (b — c)2 + (c — a)? > 0. Inegalitatea este evi- 
dentă. Dacă a= b= ¢ paralelipipedul dreptunghic este cub şi deci 
într-un cub, numărul care arată pătratul diagonalei este egal cu numă- 
rul care arată jumătatea ariei lui laterale. 

b) Fiecărei diagonale a poligonului de bază îi corespund în planul 
respectiv, două diagonale ale prismei (conform celor arătate la „indicaţii“). 

Cum prisma are 130 de diagonale, rezultă că poligonul convex de 
la baza prismei are 65 de diagonale. Formula care dă numărul diagona- 


EE n(n — 3) d ul ; 
lelor unui poligon convex este A i unde „n“ reprezintă numărul 


laturilor poligonului convex. 


n(n — 3) 


Rezultă ecuația de gradul al 2-lea : = 65 care rezolvată 


în N* are o singură soluție n = 13. Deci poligonul convex în cauză are 
13 laturi. ` 


VIII.G.63. Să notăm cu S4, S2, ...,Sg sumele numerele corespunzătoare 
tripletelor de muchii care ajung respectiv în vîrfurile A4, A, . . . ,Ag. Fie- 
care dintre sumele S4... Sg provine din adunarea a trei numere, luate o 
singură dată din mulțimea numerelor naturale de la 1 la 22. Cum fiecare 
dintre numerele de la 1 la 12 ajunge în două vîrfuri dintre virfurile A, 
A», .. . , Ag, înseamnă că în suma Sı + S2 +... + Ss, fiecare dintre nume- 
rele de la 1 la 12 intră de două ori, și alte numere în afara celor de la 1 
la 12, nu vor exista. Deci, Sı + S24... + S8=2 (1 +2+3+...+ 
+ 12) = 2:13- 6 = 12-13 = 156. Spre a se putea realiza numerotarea ce- 
rută în textul problemei, ar trebui ca Sı = S = . . . = Sg, deci 156 = 
— 8.8, cu S, E€ N*. Aşadar, suma Sı 4+... + Sg ar trebui să fie un mul- 
tiplu de 8. În cazul de față 156 nefiind multiplu de 8, numerotarea 
muchiilor cerute de problemă, nu este posibilă. 

64. a) Mai întîi să arătăm că există tetraedre cu cele patru fețe 
ME tuner. Construim un triunghi dreptunghic ABC, 
m(A) = 90°. Pe planul ABC și de exemplu în punctul B ducem o per- 

diculară, pe care fixăh un punct oarecare D. Punctele A, B, C, D 
aa un tetraedru în care feţele sînt triunghiuri dreptunghice pen- 


tru că : (Vezi fig. VIII.G.64.a.) 
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BA L AC din ipoteză; 

DB L BA din construcția făcută ; 

DB L BC din aceeași construcție ; 

DA L AC conform teoremei celor trei perpendiculare. 

Deci există astfel de tetraedre. Să demonstrăm că singurele tetra- 
edre cu toate feţele triunghiuri dreptunghice sînt numai cele descrise 
la punctul a). 


D 


ză 
Fig. VIII.G.64.a. Fig. VIII.G.64.b. 


Să presupunem că, de exemplu, vîrful A al unui tetraedru cu toate 
fețele triunghiuri dreptunghice, este un triedru tridreptunghic. Vom 
arăta că această situație este imposibilă. (Vezi fig. VIII.G.64.b.) 

Construim AE L BC (E € BC). Triunghiul BAC fiind dreptunghic 
în A (ipoteză) =} piciorul perpendicularei AE se află între B şi C. Con- 
form teoremei celor trei perpendiculare DE L BC şi deci m(C).< 90°, dar 
și m(B) < 90°. În concluzie tetraedrul ABCD are fețele BAC, CAD și DAB 
triunghiuri dreptunghice, iar fața BCD un triunghi ascuțitunghic. 

b) Acum să presupunem că tetraedrul are cele patru fețe triun- 
ghiuri dreptunghice, dar și congruente. (Vezi fig. VIII.G.65.a.) 

De exemplu, din A BAC = A DBC rezultă BC = DC, așadar în tri- 
unghiul dreptunghic DBC, m(D) = 90°, cateta BC este congruentă cu ipo- 
tenuza DC. Rezultatul este absurd, și în concluzie, nu există tetraedru cu 
fețele triunghiuri dreptunghice congruente. La fel se ajunge la contra- 
dicție şi în celelalte cazuri - 


TI ECE II ar EDI IAE ra SE za a Za iR 
FEY e pă pi - = 


| 
| 


